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ПРЕДИСЛОВИЕ 

 

 

 

 
Исследование физических процессов в океане является одним из 

важнейших условий эффективного решения проблем освоения и опти-

мального использования его ресурсов. Особое значение при этом отво-

дится изучению волновых процессов, являющихся преобладающим ви-

дом движения в океане и существенно влияющим на формирование 

океанологических полей. 

Плавающий ледяной покров, определяющий динамическое взаимо-

действие между океаном и атмосферой, в свою очередь влияет на дина-

мику не только морской поверхности, но и подповерхностных вод. В то 

же время волновые процессы под ледяным покровом проявляются в его 

деформациях, зависящих от прочностных и физико-механических 

свойств льда. Воздействием волн можно объяснить такие явления как 

образование трещин в ледовых полях, разрушение льда в прикромочных 

зонах, взламывание припая. 

Поэтому изучение волновых процессов в море с плавающим ледя-

ным покровом представляет не только теоретический, но и прикладной 

интерес при оценке влияния льда на волновые характеристики, изуче-

ние его реакции на гидродинамические и атмосферные возмущения, 

стационарные и движущиеся средства, в том числе и подводные, при 

прогнозировании торошения, отрыва и распада ледяных полей в инте-

ресах судоходства, а также для совершенствования реологических мо-

делей и методов разрушения льда. 

В монографии приведены результаты теоретических исследований 

поверхностных волн, обусловленных силой тяжести, цилиндрической 

жесткостью ледяного покрова и ледовым сжатием, а также волн внут-

ренних, основным условием существования которых является устойчи-

вая стратификация, соответствующая увеличению плотности воды в 

направлении силы тяжести. Рассмотрена зависимость структуры и ха-

рактера волновых возмущений от механизма их генерации, ледовых 

условий и распределения плотности по глубине бассейна. Дан анализ 
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влияния диссипативных свойств снега, покрывающего лед, на формиро-

вание и пространственно-временное затухание поверхностных волн. 

Уделено внимание проявлению внутренних волн в изгибных деформа-

циях ледяного покрова. 

В монографии нашли отражение и результаты, полученные автором 

совместно с О.М. Букатовой, А.М. Гончаровым, В.В. Жарковым, 

Д.Д. Завьяловым, В.И. Мордашовым, Т.А. Соломахой, Л.В. Черкесовым, 

А.А. Ярошенко. 

Компьютерную верстку монографии подготовил А.А. Букатов. 

Большую техническую работу, по подготовке электронного варианта 

рукописи выполнила Л.В. Ершова. 

Всем им автор выражает свою глубокую благодарность. 

 
Работа выполнена в рамках государственного задания по теме № 0827-2015-0001. 
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ЧАСТЬ 1. 

ВОЛНЫ В ОДНОРОДНОМ МОРЕ С ЛЕДЯНЫМ ПОКРОВОМ 

 

ГЛАВА 1. СВОБОДНЫЕ ВОЛНЫ 

 

1.1. Поверхностные волны в бассейне с плавающим битым 

льдом 

 

Характерным природным фактором полярных районов океана, 

окраинных и внутренних замерзающих морей и водоемов является 

наличие ледяного покрова. Ледяной покров, являющийся важным ком-

понентом гидрологического режима, в значительной степени влияет на 

волновую динамику. В общем движении по вертикали участвуют и пла-

вающий лед, и масса воды под ним. Вид поверхностного волнения бу-

дет зависеть от массы льда, его упругости и сил внутреннего трения. 

С другой стороны, сами волны во многом определяют процессы, проис-

ходящие в ледяном покрове. Их воздействием можно объяснить разру-

шение льда в открытом море, взламывание припая и т.п. По реакции на 

вертикальные колебания ледяной покров можно разделить на сплошной 

и битый. Это разделение достаточно условное. К сплошным относятся 

поля и обломки полей, горизонтальные размеры которых намного пре-

восходят длину волны. В битых льдах размеры льдин считаются малы-

ми по сравнению с длиной волны, а их вертикальные перемещения – от-

слеживающими профиль взволнованной поверхности воды. 

Рассмотрим случай, когда море глубиной H покрыто битым льдом 

толщиной h и плотностью 1 . Битый лед представим в виде плавающих 

масс [187] не связанных между собой (рис. 1.1). Такая идеализация бу-

дет справедливой, если не учитывать силы взаимодействия между от-

дельными льдинами, а их размеры предполагать достаточно малыми, 

так что не происходит изгиба отдельных льдин [146, 155]. Пусть плос-

кость ху совмещена с невозмущенной поверхностью воды, а ось z 

направлена вертикально вверх. 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис. 1.1 

 

z 

x 

ρ1 
a h 

ρ 

H 
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Возмущенную поверхность раздела лед-вода зададим уравнением 

),( txaz  , где  /1ha  – глубина погружения льдины при стати-

ческом равновесии,  – малое возмущение поверхности раздела, ρ – 

плотность воды. 

В случае потенциального движения воды ее гидродинамическое 

давление на нижнюю поверхность льда определяется выражением 

t
agp




 )( , 

где φ (x, z, t) потенциал скорости. 

Линеаризованное кинематическое условие, выражающее тот факт, 

что вертикальная компонента скорости жидкости на ее поверхности 

равняется скорости вертикального перемещения льдины, записывается 

так 

zt 







    при  z = a. 

Уравнение движения льда при отсутствии давления над его поверх-

ностью имеет вид 

pg
t

m 













2

2

,  hm 1 . 

Подставляя сюда выражение для p, найдем 

0)(
2

2











t
agmg

t
m ,  z = a. 

Для невозмущенного состояния ледяного покрова имеем условие стати-

ческого равновесия 

0 am . 

Используя это условие, запишем гидродинамическое условие на по-

верхности z = a в виде 

0
2

2











t
g

t
m . 

Таким образом, задача о влиянии плавающего битого льда на дина-

мическое возмущение воды заключается в нахождении потенциала ско-

рости φ, удовлетворяющего условию непротекания на дне и динамиче-

скому условию на поверхности z = a, которое с учетом кинематического 

условия приобретает вид 

0
2

2

2

3
















tz
g

tz
m ,   z = a. 

Отыскивая решение в виде плоской бегущей монохроматической 

волны 

 cos0  ,   trx  , 

представим потенциал скорости φ в виде 
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 sin)(ch HzrC ,                                     (1.1) 

удовлетворяющем уравнению Лапласа 

0
2

2

2

2











zx
,  xzH ,0                             (1.2) 

и условию непротекания на дне 

0




z
,   z = –H.                                          (1.3) 

Тогда из динамического условия при z = a найдем уравнение, связыва-

ющее волновое число с частотой волнения 

)1(
)(

2
1

2






rg
Harth    или   

)(1

)(

1

2

Harrg

Harrg






th

th
, 

где )/(11 gh  . 

В случае мелкой воды 1)(  Har  имеем 

2
11

1

)( 




Hag
r , 

а для глубокой воды 

 2
1

2

1 




g
r . 

Принимая во внимание кинематическое условие, для  найдем 

  cos)(sh1 HarCr . 

Графическая зависимость σ(r), представляющая дисперсионную кри-

вую, показана на рис. 1.2 
 

 

Рис. 1.2 
 

Отсюда следует, что в бассейне с битым льдом прогрессивные волны с 

частотой, большей частоты 10 1  , не распространяются. 

Фазовая скорость волн определяется формулой 
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на глубокой воде и формулой 
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на мелкой воде. 

Видно, что скорость распространения волн в бассейне, покрытом 

битым льдом, оказывается меньшей, чем в случае свободной от льда по-

верхности. Длина волны под влиянием льда уменьшается. С увеличени-

ем длины волны влияние льда убывает. 

Напомним, что групповая скорость волн определяется дифферен-

цированием выражения σ (r) по волновому числу r. 

Для мелкой воды 
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Отношения групповой скорости к фазовой для глубокой и мелкой воды 

равны соответственно  
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Полученные формулы показывают, что при σ → σ0 длина волны, фазо-

вая и групповая скорости стремятся к нулю. На мелкой воде они также 

стремятся к нулю при │а│→H. Для случая битых льдов постоянной 

сплоченности и толщины глубина погружения льда постоянная 

(а = const), и плоскость хоу можно совместить с поверхностью раздела 

лед-вода. Тогда во всех формулах глубину а + Н следует заменить на 

Н, измеряемую от нижней поверхности льда. Обычно Н>>h, так что 

Н ≈ Н и разницу между ними следует учитывать лишь при очень малой 

глубине бассейна, когда она соизмерима с толщиной льда. 

Отметим, что при h = 0 полученные выражения переходят в извест-

ные соотношения для открытой воды. 

 

1.2. Изгибно-гравитационные волны в бассейне с плавающим 

сплошным упругим льдом 

 

Пусть теперь на поверхности воды плавает сплошной ледяной по-

кров. Будем рассматривать его как упругую пластину, лежащую на 

упругом основании. Для статических задач вода является идеальным 

упругим основанием, реакция которого зависит лишь от прогиба пла-

стины в данной точке. При динамических режимах поле давлений, воз-
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никающее в воде, существенно изменяет свойства упругого основания. 

Поэтому для математического описания динамических процессов кроме 

известных из теории упругости уравнений изгиба пластин 

[15, 79, 81, 147, 194] привлекаются и уравнения гидродинамики 

[2, 7, 78, 82, 102, 109-112, 140, 161, 181], так как в общем движении 

участвуют ледяная пластина и масса воды под ней [86, 98, 155]. При 

условии слабого изгиба ледяной пластины уравнение ее равновесия под 

действием внешних сил ),,( tyxq , сил инерции, внутренних сил упруго-

сти и гидродинамического давления на нижнюю поверхность льда 

),,( tyxp  записывается так 

pq
t

m
x

D 








2
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,                                    (1.4) 

где 

hm
Eh

D 12

3
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 , 

 (x, y, t) – прогиб льда, а E, h, ρ1,  – модуль нормальной упругости 

(модуль Юнга), толщина, плотность и коэффициент Пуассона льда. 

Напомним, что в соответствии с законом Гука, напряжение (сила при-

ходящаяся на единицу площади) равно произведению модуля Юнга Е 

(постоянная материала) на относительное удлинение ε = Δl/l (деформа-

цию) упругого тела. Коэффициент Пуассона  (еще одна постоянная 

материала) характеризует отношение деформаций в поперечном и в 

продольном направлениях. 

В случае потенциального волнового движения малой амплитуды 

гидродинамическое давление на нижнюю поверхность льда определяет-

ся по формуле 

.0, 



 z

t
gp  

Подставляя это выражение в уравнение равновесия ледяной пластины 

(1.4), получим динамическое граничное условие на поверхности покры-

того льдом бассейна 

.0,
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4















zq

t
g

t
m

x
D                      (1.5) 

При отсутствии внутренних сил упругости (Е = 0) цилиндрическая 

жесткость льда D обращается в нуль, и это выражение представляет со-

бой ранее рассмотренное поверхностное динамическое условие для бас-

сейна, покрытого битым льдом. 

Рассмотрим простейший случай, когда в сплошном ледяном поле 

бесконечной протяженности распространяется плоская монохроматиче-

ская волна изгиба 
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trx  ,cos0 . 

Уравнение (1.5) в случае свободных (q = 0) колебаний ледяного по-

крова запишется так 

.0,0
2

2

4

4















z

t
g

t
m

x
D                         (1.6) 

Решение для потенциала скорости будем искать в виде (1.1) 

Таким образом, изгибной волне в пластине [14] соответствует гравита-

ционная волна в воде, затухающая с глубиной. Такую комбинацию из-

гибной и гравитационной волн будем называть изгибно-гравитационной 

волной. 

Продифференцировав по времени t уравнение колебаний плаваю-

щей ледяной пластины (1.6), выступающего в качестве поверхностного 

динамического условия, получим 
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Отсюда, учитывая кинематическое соотношение на границе лед-

вода 
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найдем такое условие для φ 
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Подставляя сюда искомое выражение для φ из (1.1), получим дисперси-

онное соотношение, связывающее частоту колебаний σ с волновым чис-

лом r для изгибно-гравитационной волны 
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При D = 0 это выражение принимает вид дисперсионного соотно-

шение в случае битого льда. 

Профиль волны определяется формулой 

,cossh 


 rH
r

C   или 
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1
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Графическая зависимость σ от r для чистой воды (h = 0), покрытой би-

тым (h ≠ 0, Е = 0) и сплошным (D ≠ 0) льдом иллюстрируется на рисун-

ке 1.3. 

Отметим, что полученное распределение  по r для изгибно-

гравитационных волн имеет качественно похожий вид и для капилляр-

но-гравитационных волн [63, 99, 100]. 

Анализ показывает, что сплошной ледяной покров вносит суще-

ственные изменения в характеристики волнового движения, поскольку, 
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кроме сил инерции и тяжести, действуют еще и силы упругости ледяной 

пластины. 

 
Рис. 1.3 

 

Фазовую и групповую скорости изгибо-гравитационных волн 
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В случае длинных волн 
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Распределение фазовой скорости гравитационных волн на чистой воде 

(I) и изгибно-гравитационных волн в покрытом сплошным льдом бас-

сейне (II) по частоте колебаний иллюстрируют графики на рис. 1.4. 
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Здесь же показано и поведение групповой скорости изгибно-

гравитационных волн (III). 

 

Рис. 1.4. 
 

Видно, что наличие сплошного льда обусловливает двойственный 

характер дисперсии, приводя к наличию двух ветвей дисперсионных 

кривых фазовой и групповой скоростей. Одна ветвь гравитационная 

(σ < σ1), а другая изгибная (σ > σ2). Характер поверхностных волн в по-

крытом сплошным льдом бассейне определяется тем, на какую ветвь 

дисперсионной кривой попадает значение частоты σ. Минимальное зна-

чение )( 2
*  фф , достигаемое в точке σ = σ2, разделяет изгибную и 

гравитационную ветви дисперсионной кривой фазовой скорости. Эту 

точку на кривой )(ф  называют фазовой Кельвина. Волны с частотой 

σ < σ2 соответствуют гравитационной ветви с нормальной дисперсией. 

Волны с частотой σ > σ2 имеют аномальную дисперсию, характерную 

для изгибных волн. 

Групповая скорость изгибно-гравитационных волн также имеет 

минимум Vгр
* = Vгр(σ1) в точке σ1 = σ(r1), называемой фазой Эйри. Эта 

точка соответствует точке перегиба на дисперсионной кривой σ = σ(r). 

Она определяется из уравнения 
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На частоте σ = σ2 групповая и фазовая скорости равны между со-

бой. В самом деле, минимум фазовой скорости имеет место при значе-

нии волнового числа r = r2, удовлетворяющего уравнению 
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Но грV
dr

d



, а фr




. Следовательно, )()( 22 rrV фгр  . Так как σ(r2) = σ2, 

то )()( 22  фгрV . 

Для гравитационной ветви кривой )(ф  групповая скорость, т.е. 

скорость переноса энергии волнами, меньше фазовой, а для изгибной 

ветви – больше. 

На рис. 1.4 видна еще одна характерная точка σ = σ0 в гравитацион-

ном диапазоне )(ф , где пересекаются кривые фазовой скорости изги-

бно-гравитационных волн в покрытом сплошным льдом бассейне и гра-

витационных волн на чистой воде. Соответствующее этой частоте вол-

новое число r0 определяется из уравнения 

rHgrD th1
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Таким образом, отметим, что при σ = σ0 силы плавучести льда пол-

ностью уравновешиваются гидродинамическим давлением воды. 

 

1.3. Влияние сдвига и инерции вращения поперечных сечений 

на колебания плавающего ледяного покрова 

 

Сопоставление экспериментальных данных с результатами расчё-

тов, основанных на использовании уравнения изгиба тонкой пластины 

выявило [125] не полное их соответствие даже в области сравнительно 

низких частот, где ещё хорошо выполняется условие rh << 1 (r – волно-

вое число, h – толщина пластины). Полученное [147] уравнение колеба-

ний свободной пластины, гнущейся по цилиндрической поверхности и 

учитывающее инерцию вращения и деформацию поперечного сдвига, 

улучшило согласие с экспериментом, позволив распространить теоре-

тические результаты на область более высоких частот. Это уравнение 

хорошо известно в теории колебаний и нашло широкое применение в 

инженерной практике. Оно использовалось [155] и для изучения сво-

бодных изгибно-гравитационных волн в бассейне с плавающим ледя-

ным покровом. При этом, получено выражение фазовой скорости неза-

тухающих волн, учитывающее сдвиг и инерцию вращения. Однако, для 

рассмотрения ряда задач таких, в частности, как набегание волн на го-

ризонтальные неоднородности ледяного покрова (кромки, трещины, то-
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росы) или неоднородности рельефа дна под ним, важно знать не только 

действительные корни дисперсионного уравнения, отвечающие про-

грессивным незатухающим волнам, но также комплексные и мнимые 

корни, характеризующие прогрессивно-затухающие и краевые волны 

[103]. В связи с этим, исследуем влияние инерции вращения и попереч-

ного сдвига на их распределение по частоте колебаний. 

Рассмотрим задачу о свободных колебаниях плавающей упругой 

ледяной пластины. Выберем начало декартовой системы координат на 

невозмущённой поверхности лёд-вода, ось z направим вертикально 

вверх. В предположении потенциальности движения жидкости задача 

сводится к решению уравнения Лапласа (1.2) с граничными условиями 

на её поверхности и на дне бассейна. 

В качестве граничного условия на поверхности бассейна (z = 0) ис-

пользуем уравнение колебаний плавающей пластины, которое, с учётом 

инерции вращения поперечных сечений и влияния дополнительных де-

формаций, вызванных сдвигом, [81, 120, 147] имеет вид 
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2
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E
G

k
II , 

G, h, 1,  – модуль сдвига, толщина, плотность, коэффициент Пуассона 

льда; k – числовой коэффициент, зависящий от формы поперечного се-

чения (k = 0.833 для прямоугольного сечения),  – плотность воды. 

На дне примем условие непротекания (1.3). Возвышение поверхно-

сти лёд – вода  связаны с потенциалом  кинематическим соотношени-

ем (1.7) 

Представляя решение уравнения (1.2) в виде    A r z Hch ( )  

 )(exp)(sh trxiHzrB   и удовлетворяя граничным условиям (1.3), 

(1.7), (1.9), получим дисперсионное уравнение 
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связывающие между собой фазовые характеристики волновых возмуще-

ний [48]. Уравнение (1.10) кроме действительных, имеет комплексно-

сопряженные   i ,    i  (,  – действительные, положительные) и 
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счетные множества мнимых  i rn , n = 1, 2, 3... корней. Реальные  и мни-

мые  части комплексных корней определяются из системы уравнений 
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Величины rn являются решениями уравнения 
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и заключены в пределах (n – 1) /H < rn < n /H, n = 1, 2, 3.... 

Собственная частота колебаний, вычисленная без учёта инерции 

поворота и сдвига [175], выражается формулой (1.8). 

Проведём сопоставление распределений корней уравнений (1.10) и 

(1.8) с целью изучения влияния членов, характеризующих сдвиг и инер-

цию вращения. В силу симметрии ограничимся рассмотрением только 

положительных вещественных корней, положительных действительных 

и мнимых частей комплексных корней, а также мнимых корней, лежа-

щих в верхней полуплоскости. 

Как видно из (1.10), определяющим для числа действительных и 

комплексных корней уравнения является вид функции (r). Изучим по-

ведение (r) при различных значениях параметра D1, характеризующего 

цилиндрическую жёсткость пластины. 

Определим некоторое критическое значение )( 01
0
101 rDD  , где r01 – 

действительный корень уравнения   0)(0
1 


rD , штрих-производная по r, а 
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При 0
011 DD   первая и вторая производные функции (r01) обраща-

ются в нуль. Если параметр 1D  больше 0
01D  (область I), то (r) является 

монотонно возрастающей неотрицательной функцией на всей области 

её определения. Для величин D1 из интервала D02 < D1 < D01 (область II) 

функция (r) всё еще остаётся положительно определённой, однако на 
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её графике появляются точки локальных экстремумов. Значение D02, 

при котором (r02) = 0, может быть найдено по формулам D02 = D2(r02), 

где r02 – решение уравнения 0)(2  rD , 

 )()(2)()1()(9

)()(
)(

42
1

3

2
1

4

2
rRrrRrRhrkrL

hrRrR
rD




 , 

 rIrRrIrRrLrL
rH

rH
rHgrR 31

2
32

)(2))(()(2)(,)( 








ch

th . 

В случае D1 < D02 (область III) существует интервал области опре-

деления, для которого(r) < 0. Внешними границами этого интервала 

являются точки пересечения r*
1, r*

2 кривой (r) с осью абсцисс. В каче-

стве иллюстрации на рис. 1.5 приведена функция (r) для различных 

значений параметра D1 при 

H = 75 м, h = 5 м,  = 1025 кг·м-3, 1 = 870 кг·м-3,  = 0.33.     (1.11) 

 
Рис. 1.5 

 

Линии 1 – 5 отвечают величинам D1, равным 104 м4 (область I); 

14.33 м4 (D01); 10.5 м4 (область II); 10.32 м4 (D02) и 8 м4 (область III). Для 

тех же условий (1.11) на рис. 1.6, а показаны зависимости )(0
1 rD  (тон-

кая линия) и D2(r) (жирная линия). Незакрашенным и закрашенным 

кружками обозначены величины D01 и D02 соответственно. Распределения 

значений D01 и D02 как функций толщины пластины даны на рис. 1.6, б. Тонкая ли-

ния отвечает функции )()( 01
0
1 hDhD  , а жирная – )()( 02

0
1 hDhD  . Из ри-

сунка видно, что увеличение толщины пластины приводит к росту ве-

личин критических значений как D01, так и D02. 
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Рис. 1.6 

 

Рассмотрим теперь зависимость решений уравнения (1.10) от вели-

чины параметра D1, характеризующего цилиндрическую жёсткость ле-

дяного покрова и определяющего вид функции (r). На рис. 1.7 пред-

ставлены действительные корни (сплошные линии), а также реальные 

(штриховые линии) и мнимые (пунктирные линии) части комплексных 

корней уравнений (1.10) (жирные линии) и (1.8) (тонкие линии). Для 

(1.8) любому положительному значению r соответствует лишь одна 

ветвь дисперсионной кривой σ(r) свободных изгибно-гравитационных 

колебаний, фазовая скорость которых на больших частотах линейно 

возрастает  11~ Drc  с увеличением r. Если D1   D01 ((r) монотон-

на, кривая 1 на рис. 1.5), то на интервале частот *  ( )( *
2

* r , 
*r  –

решение уравнения   02  r ) уравнение (1.10), так же, как и (1.8), име-

ет только один действительный корень (рис. 1.7, а). Учёт в (1.10) инер-

ции поворота и сдвига приводит к увеличению как действительного, так 

и реальной части комплексного корней по сравнению с соответствую-

щими величинами уравнения (1.8). Мнимая часть комплексного корня 

при этом, напротив, уменьшается. В высокочастотной области *  

формальное решение уравнения (1.10) даёт еще два действительных 

корня, вследствие чего появляется дополнительная ветвь )(2 r . Следо-

вательно, при частотах выше критической *  все волновые числа веще-

ственные [81, 150, 167]. Учёт инерции вращения и сдвига ограничивает 

на больших r фазовую скорость свободных волн значениями 21 1 Ic   

и 112 IDc   соответственно для низкочастотной и высокочастотной 

ветвей дисперсионного уравнения. 

Когда D02 < D1 < D01 ((r), кривая 3 на рис. 1.5), точки локальных 

экстремумов наблюдаются и на графике )(1 r  (рис. 1.7, б). Это означа-
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ет, что одной фиксированной частоте могут соответствовать три раз-

личных действительных волновых числа, лежащих на дисперсионной 

кривой )(1 r . 

Отметим, что наличие трёх действительных корней уравнения 

(1.10) для )(1 r  обусловлено присутствием подстилающей тяжёлой 

жидкости. В случае свободной упругой пластины указанные ветви дис-

персионной кривой определяют лишь один действительный корень на 

заданной частоте. 

Если D1 = D02 ((r02) обращается в нуль, кривая 4 на рис. 1.5), то у 

нижней σ1(r) и верхней )(2 r  ветви действительного решения (1.10) по-

является общая точка излома с координатами 















)(2

)(
;

0221

02
002

rRII

rL
r  

(рис. 1.7, в). Ветвь )(1 r  расположена ниже, а ветвь )(2 r  - выше точки 

излома. 

Дальнейшее уменьшение цилиндрической жёсткости пластины 

(кривая 5 на рис. 1.5) приводит к разрыву дисперсионных кривых 

(рис. 1.7,г). Таким образом, появляется интервал волновых чисел 

),( *
2

*
1 rr , внутри которого не существуют действительные корни диспер-

сионного уравнения (1.10). Точки прекращений функций )(1 r  и )(2 r  

показаны на рисунке закрашенными кружками. Здесь части жирных ли-

ний ниже точек прекращений характеризуют ветвь )(1 r , а выше – 

ветвь )(2 r . 

Что касается модулей мнимых корней, то для уравнения (1.10), учи-

тывающего сдвиг и инерцию вращения, они большие, чем для уравне-

ния (1.8). Эти отличия тем больше, чем больше номер моды и меньше 

жёсткость пластины. На рис. 1.8 показана дисперсионная кривая первой 

моды краевых волн, отвечающих мнимым корням уравнений (1.8) 

(жирные линии) и (1.10) (тонкие линии) при различных значениях ци-

линдрической жёсткости. Сплошные, штриховые, штрихпунктирные и 

пунктирные линии отвечают величинам D1, равным 104 м4, 14.33 м4, 

10.32 м4 и 8 м4 соответственно. 

Таким образом, учёт сдвига и инерции вращения поперечных сече-

ний уменьшает длину волны изгиба плавающей пластины, ограничивая 

фазовую скорость распространения незатухающих волн высокой часто-

ты. Длина волны прогрессивно-затухающих колебаний также убывает. 
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Рис. 1.7 

 

 
Рис. 1.8 

 

Уменьшается и коэффициент её пространственного затухания. Это 

может привести к расширению зоны волновых возмущений, формируе-
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мых с участием затухающих волн в окрестности горизонтальных неод-

нородностей ледяного покрова или рельефа дна под ним. При этом учёт 

сдвига и инерции вращения усиливает затухание краевых волн с удале-

нием от указанных горизонтальных неоднородностей. В случае малой 

жёсткости плавающего ледяного покрова изгибно-гравитационные не-

затухающие колебания заданной частоты с волновыми числами, опре-

деляемыми низкочастотной ветвью дисперсионной кривой, могут рас-

пространяться с тремя различными фазовыми скоростями. Учёт сдвига 

и инерции вращения может привести к разрыву спектра волновых чисел 

незатухающих колебаний. Для некоторого ограниченного участка длин 

волн отсутствуют незатухающие колебания на любой частоте. 

 

1.4. Изгибно-гравитационные волны при неравномерном сжатии 

 

Пусть однородная идеальная несжимаемая жидкость конечной глу-

бины Н покрыта сплошным упругим льдом. Ледяной покров может 

подвергаться сжатию под воздействием ветра, течений или температур-

ных деформаций [146, 180, 190]. Рассмотрим свободные изгибно-

гравитационные волны в условиях неравномерного сжатия. Потенциал 

скорости φ волнового возмущения в жидкости, удовлетворяющий урав-

нению Лапласа 

 yxzH ,,0,0 , 

зададим в виде 

])sincos(cos[)(ch tyxrHzrA  ,            (1.12) 

используя при этом на дне бассейна (z = –H) граничное условие 

0/  z . На поверхности z = 0 потребуем выполнения условия 
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,      (1.13) 

вытекающего из уравнения свободных колебаний неравномерно сжатой 

[121, 130] плавающей ледяной пластинки и кинематического условия 

контакта пластинки и жидкости (ζt = φz). 

Здесь ,, 21
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Q
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 , 

r – волновое число; α – угол между направлением перемещения волны и 

осью х, ρ – плотность жидкости; Qx и Qy – сжимающие усилия вдоль ко-

ординатных осей x, y соответственно. После подстановки (1.12) в (1.13) 

получим дисперсионное уравнение 

,0),(  r                                           (1.14) 

,th)th1(,)](),([ 1
1

21 HrgrHrgbrbrl   
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22
1

22
21

22
11 )1(sin)2(cos)2( rDrQDrQDl  . 

Проанализируем решение этого уравнения для значений 

1211 2,2 DQDQ  , обеспечивающих устойчивость пластинки. При 

σ > 0, r > 0 уравнение (1.14) имеет только один корень 1rr  , если 
*Q < Q0, где *Q = Q1cos2α+Q2sin2α. В случае *Q > Q0, r > 0 на каждом из 

интервалов (0, σ1), (σ2, ∞) частоты колебаний σ имеется также по одному 

корню r = r1, r = r2 соответственно. Если же *Q  > Q0, а 21  , то 

будет три корня 321 ,, rrrrrr  , )( 123 rrr  . Здесь 

),()](4)()1[(),( 1
32

4
11

4
10000 rrrDrrDrQ   

),2(,th)th1(,chth 21
2

312
2

1   rrHrHrgrHrHrH  

,0);(,),(),( 21002012211   

r0 и β0 – положительные корни уравнений 0),(0  r  

и 21 и0,)(r,   – корни уравнения ,0),(  r  штрих означает про-

изводную по r. Так как функция τ(r) четная, то корнями уравнения 

(1.14) будут и r = –ri (i = 1, 2, 3) в соответствующих интервалах частоты 

колебаний. Каждый из корней r = ri уравнения (1.14) при заданном σ 

представляет прогрессивную волну ζi с длиной λi = 2π/ri. При этом ζ1 

имеет характер гравитационной (для σ < σ0) или изгибно-

гравитационной (для σ > σ0) волны, а волны ζ3 и ζ2 обусловлены соот-

ветственно изгибной жесткостью пластинки и силой сжатия. 

Величина *Q  при заданных значениях продольного Qх и попереч-

ного Qy сжимающих усилий зависит от угла α. Следовательно, при фик-

сированных Q1, Q2 с изменением α меняется и распределение функции 

τ(r,α) по r. При этом меняются и величины σ0, σ1, σ2, определяющие ча-

стотные интервалы существования гравитационных (ζ1), изгибно-

гравитационных (ζ3) и обусловленных сжатием (ζ2) волн. Распределения 

τ по r и α, характеризующие дисперсионное соотношение τ = σ, приве-

дены на рис. 1.9 для h = 1 м, H = 103 м, Q1 = 1.9 1D , Q2 = 1D  и значе-

ний [8, 11] 

Е = 3·109Н м-2, ρ1 = 870 кг·м-1,  = 0.34.                   (1.15) 

Штрихами на рис. 1.9 обозначены линии равной частоты, номера кото-

рых 1, 2, …, 5 соответствуют значениям 0.73, 0.64, 0.55, 0.46, 0.37 с–1. 

Треугольником отмечена частота σ1, а кружком – σ2 при α = 0. Пунктир-

ная линия ограничивает диапазон частот колебаний (заштрихованная 

область), обусловленных сжатием. 

Анализ графиков дисперсионных зависимостей [34] показывает 

возможность наличия угловой зоны, в которой на одной фиксированной 

частоте σ1 < σ < σ2 существуют все три волновые системы. Вне зоны, 
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как и при отсутствии сжимающих усилий, для любого σ есть только од-

на система волн. Угловая зона заключена между прямыми kxy  . Ее 

биссектриса совпадает с координатной осью, вдоль которой сжимающее 

усилие большее. 

 
Рис. 1.9  

 

Если Q2 = 0, Q1 > Q0, то k = [(Q1–Q0)/Q0]1/2 [31]. В случае Q2 > Q0, 

Q1 = 0 величина углового коэффициента определяется из выражения 

k = [Q0/(Q2–Q0)]1/2. Для 0 < Q1 < Q0 < Q2 или 0 < Q2 < Q0 < Q1 имеем 

k = [(Q0–Q1)/(Q2–Q1)]1/2 и k = [(Q0–Q1)/(Q2–Q0)]1/2 соответственно. 

При выполнении неравенства Q0 < Q2 < Q1 или Q0 < Q1 < Q2 для лю-

бого α имеется диапазон частоты колебаний σ1 < σ < σ2, в котором суще-

ствуют три системы волн ζ1, ζ2, ζ3, а также диапазоны σ < σ1 и σ > σ2 с 

одной волной ζ1 или ζ3 соответственно. В этом случае *Q > Q0. Величина 

интервала (σ1, σ2) частоты колебаний большая в окрестности той оси, 

где большее сжимающее усилие. 

Если сжимающие усилия характеризуются неравенствами 

,0 012 QQQ  0210 QQQ  , то при любом α, как и при отсутствии 

сжатия или в условиях растяжения, есть только одна система волн в си-

лу того, что *Q < Q0. Отметим, что σ1 = 0 при 121 2 DQQ  . Величина 

интервала (σ1, σ2) максимальна на биссектрисе угловой зоны. С удале-

нием от биссектрисы величина этого интервала убывает и на прямых, 

ограничивающих зону, σ1 = σ2 = 0, так как здесь *Q = Q0. 

Зависимость величины угла раствора зоны * , для которой ось у 

является биссектрисой (Q2 > Q1), от продольного и поперечного сжима-

ющих усилий характеризуется табл. 1.1 для h = 1 м, Н = 103 и значений 

параметров (1.15). Видно, что угол раствора растет с увеличением и Q1 

и Q2. Особенно существенно увеличение *  с приближением Q1 к Q0, 
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равному в этом случае примерно 1.45 1D . Значение Q0 растет, хотя и 

незначительно, с уменьшением глубины бассейна Н. Это изменение 

становится заметным при H < 100 м. В частности, Q0 = 1.68 1D  для Н = 10 м. 

Следовательно, при одинаковых сжимающих усилиях размеры угловых 

зон с тремя волновыми системами могут быть разными при разных глу-

бинах. Это видно из сопоставления величин * , приведенных для зна-

чений параметров (1.15) при h = 1 м, Н = 1000 м в табл. 1.1 и при 

h = 1 м, Н = 10 м в табл. 1.2. В обеих таблицах величины α инвариантны 

относительно перестановок значений Q1 и Q2. Напомним, что при 

Q1 > Q2 биссектрисой угловой зоны является ось х. 

Таблица 1.1 

11 / DQ  12 / DQ  

1.5 1.7 1.9 2 

0 21°02´ 45°08´ 58°14´ 63°16´ 

0.5 25°26´ 54°20´ 69°10´ 74°32´ 

1 36°52´ 73°12´ 90° 95°44´ 

1.2 48°12´ 90° -06°36´ 112°02´ 

1.4 90° 131°48´ 143°44´ 146°26´ 

 

Таблица 1.2 

11 / DQ  12 / DQ  

1.7 1.8 1.9 2 

0 12°28´ 29°56´ 39°48´ 47°10´ 

0.5 14°50´ 34°58´ 46°42´ 55°02´ 

1 19°28´ 45°34´ 59°16´ 68°54´ 

1.2 23°04´ 53°08´ 68°12´ 78°28´ 

1.4 29°56´ 66°26´ 83°06´ 93°50´ 

1.6 53°08´ 101°32´ 117°50´ 126°52´ 

 

В случае *Q > Q0 при фиксированных значениях Q1, Q2 внутри зоны 

на заданной частоте σ1 < σ < σ2 гравитационные волны ζ1 имеют боль-

шую фазовую скорость υ1, чем фазовые скорости υ2 и υ3 волн ζ2 и ζ3. 

Причем υ2 > υ3. С удалением от биссектрисы зоны υ2 убывает, а υ1, υ3 

увеличиваются. Величины групповых скоростей V2, V3 волн ζ2, ζ3 при 

этом убывают, а V1 волны ζ1 растет. Однако изменения υ1, V1 в зоне ма-

лы на указанных частотах и на частотах σ < σ1. Под влиянием неравно-

мерности сжатия мало меняются υ1, V1 с изменением α и вне зоны. Даже 

при σ = 0.456 с–1 максимально возможное отклонение υ1 на взаимно 

перпендикулярных направлениях не превышает 20%. Изменение V1 в 

аналогичных условиях составляет не более 10%. Влияние неравномер-
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ного сжатия на распределение υ3, V3 по α для заданного σ1 < σ < σ2 более 

значительное. Для σ > σ2 внутри зоны и вне ее с удалением от оси мак-

симального сжатия υ3 увеличивается, а V3 убывает. Графики, иллюстри-

рующие распределения υk, Vk по σ и α, приведены на рис.1.10, 1.11 для 

h = 1 м, Н = 103 м, Q1 = 1,8 1D , Q2 = 1D  и значений (1.15). Треуголь-

ником и кружком отмечены величины, соответствующие частотам σ1 и 

σ2 при α = 0. Участки кривых до кружков характеризуют волну ζ1, от 

кружков до треугольников – волну ζ2, а после треугольников – волну ζ3. 

 
Рис. 1.10  

 
Рис. 1.11 

На границах зоны и вне ее, где на любой фиксированной частоте 

имеется только одна гравитационная или изгибно-гравитационная вол-

на, при фиксированном α  

,,/)(,, 10
**

03010 gHVVgH   

.),(, 000030  VVVV  
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Здесь * – положительный корень уравнения 0r . Эти соотноше-

ния при заданном α выполняются и в случае *Q < Q0. 

Таким образом, в условиях неравномерного ледового сжатия могут 

существовать угловые зоны, где изгибные деформации льда и возмуще-

ния жидкости формируются тремя системами волн разной длины, но 

одинаковой частоты. Угол раствора зоны и частотный диапазон с тре-

хволновыми возмущениями определяются величинами сжимающих 

усилий в продольном и поперечном направлениях. 

 

1.5. Влияние вязких свойств ледяного покрова на характеристики  

поверхностных волн 

 

При сплоченных битых льдах имеют место необратимые потери 

энергии, обусловленные главным образом неупругим взаимодействием 

льдин между собой. Эти потери можно оценить, рассматривая ледяной 

покров как слой вязкой жидкости [106, 108, 155] с большим коэффици-

ентом внутреннего трения . Толщину этого слоя и плотность жидкости 

в нем обозначим через h и ρ1. 

В таком случае граничные условия для потенциала скорости , 

удовлетворяющего уравнению Лапласа, запишем в виде 
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Отсюда, отыскивая решения вида 

),exp()(ch  iHzrC                               (1.16) 

найдем такое дисперсионное уравнение 

0th)1( 2
1

2  rHrirg ,                          (1.17) 

где  /,th1),/( 11 htHrgh . Полагая  i0  из 

(1.17) при заданной длине волны, найдем 

  .th
2

,th)th4(
2

1 3
12152

10 rH
gr

rHrHgrrg






     (1.18) 

Величина  определяет скорость затухания гравитационных по-

верхностных волн. Видно, что в покрытом сплоченным битым льдом 

бассейне при учете трения [32] периодические возмущения могут иметь 

место при условии 

rHgr th4 52
1 . 

Это условие в приближении мелкой воды можно переписать для длины 

волны  возмущений в виде 



 

29 

.0164 2
1

6426  gHgH  

Если волны короткие, то длины волн возмущений в бассейне с плаваю-

щим битым льдом при учете вязкого трения удовлетворяют неравенству 

.082 2
1

545  g  

В случае сплошного ледяного покрова представление о его вполне 

упругом поведении не всегда приемлемо. В значительной степени это 

относится к ледяному покрову, представляющему на начальной стадии 

состояния смесь воды, льда и снега. Такой ледяной покров обладает не 

только упругими, но и вязкими свойствами [10]. Влияние вязкости на 

характеристики волн в этом случае можно оценить, моделируя плаваю-

щий лед тонкой упругой пластинкой, покрытой слоем снега. Уравнение 

свободных колебаний такого ледяного покрова, принимаемое в качестве 

динамического граничного условия поверхности бассейна (z = 0), имеет 

вид 

  ,0
2

3

02

2

0014




















g

txt
h

t
hh

x
D

4

 

где h, ρ1 – толщина и плотность льда, ρ0, h0,  – плотность, толщина и 

коэффициент внутреннего трения снега. 

С учетом кинематического условия это уравнение перепишется так 
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Подставляя сюда  из (1.16) найдем дисперсионное уравнение 

,0th)1( 2
1

4
1

2  rHrirDrg                         (1.19) 

),/(),/(,th)(1 1110 gDDghrHr   

./,/ 0001  hh  

Отсюда при фиксированной длине волны найдем 

    21
52

1
4

10 thth14
2

1
rHrgrHgrrD 


 , 

а декремент временного затухания  определим по формуле (1.18). 

Условие существования периодических возмущений примет вид 

  0th14 52
1

4
1  rHgrrD . 

Если волновое число r не удовлетворяет этому условию, то 0)Re(   и, 

следовательно, имеют место только затухающие непериодические воз-

мущения. Графики на рис. 1.12 иллюстрируют поведение дисперсион-

ных кривых для бассейна с открытой поверхностью (линия 1), с плава-

ющим битым (линия 2) и битым вязким (линия 3) льдом, с плавающим 

упругим (линия 4) и вязко-упругим (линия 5) ледяным покровом при 

h = 0.28 м, h0 = 0.05 м, ρ0 = 350 кг/м3, Н = 7 м,  = 4·106 кг/(мс). Модуль 

Юнга, коэффициент Пуассона и плотность льда приняты соответствен-
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но равными из (1.15). Квадратами и кружками отмечены верхние грани-

цы значений волнового числа r = r1 и частоты колебаний σ0 = σ1 при 

учете вязкости ледяного покрова. Видно, что в бассейне с битым вязким 

и сплошным вязко-упругим ледяным покровом могут распространяться 

волны, для которых  > 0 = 2π/r1,  > 0 = 2π/σ1, где σ1 = σ0(r2), а r1 и r2 – 

действительные корни уравнений σ0(r) = 0, 0)(0  r соответственно. 

Штрих означает производную по r. При значениях исходных парамет-

ров, отвечающих рис. 1.12, величины λ0 и 0 равны 43.04 м и 8.56 с, если 

лед битый (Е = 0). В случае сплошного льда (Е ≠ 0) 0 = 15.03 м, 

0 = 2.95 с. Увеличение коэффициента внутреннего трения  приводит к 

росту 0 и 0, в то время как рост цилиндрической жесткости льда рас-

ширяет диапазоны частоты и длины периодических волновых возмуще-

ний. 

 

 
 

Рис. 1.12 
 

Из дисперсионной зависимости видно, что при  ≠ 0 для σ0 < σ1 су-

ществуют две системы периодических волновых возмущений одинако-

вой частоты, но разной длины волны. Одна из них (ζ1) является гравита-

ционной или изгибно-гравитационной, а вторая (ζ2) обусловлена силами 

внутреннего трения ледяного покрова. При этом волна ζ1 с длиной 1, 

соответствующая гравитационной или изгибно-гравитационной ветви 

кривой σ0(r), имеет нормальную, а волна ζ2 с длиной λ2 – аномальную 

дисперсию. При увеличении коэффициента внутреннего трения ледяно-

го покрова характер дисперсионной зависимости качественно не изме-

няется для обеих систем волн. Количественное влияние роста  прояв-

ляется в уменьшении фазовых скоростей и интервалов значений волно-

вого числа и частоты периодических волновых возмущений. При этом 
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волны разных периодов колебаний могут распространяться с одинако-

вой фазовой скоростью. 

Из выражения (1.18) следует, что амплитуда волны уменьшается в е 

раз за промежуток времени ∆t = -1. Так как λ2 < λ1, то скорость затуха-

ния волны ζ2 большая, чем волны ζ1. Пространственный декремент зату-

хания волновых возмущений заданной частоты можно определить из 

(1.19), полагая r = r0 – iγ. Тогда найдем 

.
]th)(1[8

th

0

4
1

rHr

rHgr




  

Численные значения  и γ при соответствующих экстремумам диспер-

сионных кривых значениях r = r2, σ = σ0(r2) на рис. 1.12 равны 0.387 с–1 и 

0.015 м–1 для сплоченного битого (Е = 0,  ≠ 0) и 3.264 с–1, 0.126 м–1 для 

вязко-упругого ( ≠ 0, Е ≠ 0) ледяного покрова. 
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ГЛАВА 2. ВОЛНЫ ОТ ПЕРИОДИЧЕСКИХ И ИМПУЛЬСНЫХ 

ВОЗМУЩЕНИЙ 

 

2.1. Влияние снежного покрова на изгибно-гравитационные 

волны 

 

Проведем теоретический анализ влияния снежного покрова на из-

гибно-гравитационные волны, генерируемые в сплошном ледяном поле 

(на поверхности лед-вода) периодическими перемещающимися по 

снежному покрову давлениями вида 

).cos(0 trxpp                                      (2.1) 

Рассматривая ледяной покров как тонкую упругую пластинку, плаваю-

щую на поверхности жидкости постоянной глубины Н , и предполагая 

движение жидкости потенциальным, а скорости движения частиц жид-

кости и прогиб льда малыми, получим с учетом сил инерции и вязкости 

снега [23, 155] для определения потенциала скорости ),,( tzx  уравне-

ние Лапласа (1.2) с граничными условиями 

g

p

tgxt
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Е, h, ρ1, μ – модуль нормальной упругости, толщина, плотность и коэф-

фициент Пуассона льда, ρ0, h0, η – плотность, толщина и коэффициент 

внутреннего трения снега, ρ – плотность жидкости, ζ – возвышение по-

верхности лед–вода или прогиб льда. При этом ζ и φ связаны кинетиче-

ским условием 

zt 







     при z = 0.                                  (2.4) 

Считая ζ и φ периодическими по t, из (2.1)–(2.4) найдем 
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где 
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Первое слагаемое в (2.5) представляет собой деформированные за счет 

снежного покрова изгибно-гравитационные волны, а второе обусловле-

но исключительно снежным покровом (b1 = 0 при h0 = 0). 

Для оценки влияния снежного покрова на генерируемые давления-

ми (2.1) волны проводились численные расчеты их амплитуды 
212

1
2 )(th bbrHrA   при 310H м и значений параметров (1.15). 

Частота колебаний )( 1 с  изменялась в пределах 10-2 ≤   ≤ 1, характер-

ных для плавающих ледяных полей [133, 145, 168, 179, 182]. 

Толщина снега h0(м) принималась равной 0.1, 0.5, 1, 1.5, 2, а тол-

щина льда h(м) – равной 2, 1, 0.5, 0. Коэффициент внутреннего трения 

снега η(кг/м·с) определялся [199] по эмпирическим формулам 

  ,109.1110 1
0

37                                       (2.6) 

  ,109.037.010 1
0

37                                    (2.7) 

полученным для диапазона температур от –1 до –3 и от –5 до –13 соот-

ветственно. Обе формулы применимы, если плотность снега изменяется 

в пределах от 200 кг/м3 до 400 кг/м3. Поэтому для численных расчетов 

ρ0 принималась равным 250 кг/м3. При таком ρ0 из (2.6) и (2.7) найдем 

η = 0
1 = 1.868·108 кг/м·с и η = 0

2  = 6.758·108 кг/м·с. 

Результаты численных расчетов для σ = 0.7 с–1 и σ = 0.3 с–1 представ-

лены на рис. 2.1–2.3, где а, б, в отвечают толщинам льда 2, 1, 0.5 метра, а 

номера кривых 1–5 соответствуют толщине снега 0.1, 0.5, 1, 1.5, 2 метра. 

Зависимость А(r) для σ = 0.7 с–1 иллюстрируется рис. 2.1 при η = 0
1  

и рис. 2.2 при η = 0
2 . Видно, что влияние снежного покрова существен-

но сказывается только в случае коротких волн. Причем величина длины 

волны  11 /2 r , начиная с которой (λ < λ1) это влияние заметно про-

является, зависит главным образом от частоты колебаний, толщины и 

коэффициента внутреннего трения снега. При фиксированных σ, h, η 

большему h0 соответствует и большее λ1. Действительно, значениям 

σ = 0.7 с–1, h = 2 м, η = 0
1  (рис. 2.1) отвечают λ1 = 785 м, если h0 = 2 м и 

λ1 = 570 м, если h0 = 0.5 м. 

В случае фиксированных σ, h, h0 с увеличением коэффициента тре-

ния снега растет и λ1. В частности, для σ = 0.7 с–1, h = 2 м, h0 = 1 м 

найдем λ1 = 698 м при η = 0
1  (рис. 2.1) и λ1= 966 м при η = 0

2  (рис. 2.2). 
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Рис. 2.1 

          
Рис. 2.2                                                     Рис. 2.3 

 

Большему периоду колебаний  2  отвечает и большая длина 

волны λ1, начиная с которой проявляется влияние снега. Это следует из 

сопоставления рис. 2.2 с рис. 2.3, на котором приведена зависимость 

А(r) при σ = 0.3 c–1 и η = 0
2 . Сравнение показывает, что изменение σ от 

0.7 с–1 до 0.3 с–1 привело к увеличению λ1 от 785 м до 1570 м в случае 

h0 = 2 м и от 570 м до 1136 м в случае h0 = 0.5 м. Отметим при этом, что 

для фиксированных σ и h изменение толщины льда в рассматриваемом 

диапазоне мало отразилось на величине λ1. 

Кроме того, анализ результатов численных расчетов показывает, что 

амплитуда А как функция r имеет максимум. Величина максимума А1 и 

значение r = r2, при котором он достигается, зависят от частоты колеба-

ний, толщины льда, толщины и коэффициента внутреннего трения снеж-
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ного покрова. Для заданных h и σ величина А1 уменьшается с ростом h0, а 

положение максимума А смещается в сторону больших длин волн (r2 

уменьшается). В частности для σ = 0.7 с–1 и h = 2 м (рис. 2.1.) изменение h0 

от 0.1 до 2 метров привело к уменьшению А1 в 9.8 раз, а 22 2 r  увели-

чилось при этом от 348 до 571 м, если η = 0
1 . В случае же η = 0

2  

(рис. 2.2) величина А1 уменьшилась в 4.7 раза, а λ2 увеличилась от 349 до 

897 метров. 

Следует отметить, что положение максимума амплитуды для фикси-

рованных σ, h0 и η мало меняется с ростом толщины льда h(м) в пределах 

0.5 ≤  h ≤ 2, в то время как величина А1 существенно уменьшается. 

Например, при σ = 0.7 с–1, η = 0
1 , h0 = 0.1 м это уменьшение составляет 

62%. 

Чем тоньше лед, тем снежный покров одной и той же толщины ока-

зывает более сильное влияние на распределение амплитуды А по r. 

Если h0 → 0 для заданных σ, η и h, то 01 b  и точка максимума 

r = r2 амплитуды А стремится к положительному корню r = r0 уравнения 

  0/th1 22
1

4
1  grHrrD , а   


0

00

lim rA
h

. Это уравнение свя-

зывает волновое число и частоту колебаний системы лед-вода при от-

сутствии снежного покрова [54, 55, 75, 104, 158, 172, 176, 182, 188, 198]. 

С уменьшением частоты колебаний влияние снежного покрова на 

амплитуду А и положение ее максимума также уменьшается, что видно 

из выражений b и b1. Величина b1, определяющая вклад снежного по-

крова в волновое движение, даже при h = h0 = 2 м составляет от значе-

ния b не более 10% при σ = 0.1 с–1 и меньше 1% при σ = 5·10-2 с–1. 

 

2.2 Влияние продольного растяжения на развитие волн от периодических 

возмущений 

 

Пусть на поверхности идеальной несжимаемой жидкости, заполня-

ющей безграничный бассейн постоянной глубины Н, плавает сплошной 

ледяной покров (тонкая упругая пластинка). Начиная с момента време-

ни t = 0, к поверхности ледяного покрова прикладываются периодиче-

ские давления 

).exp()(0 tixfpp                                              (2.8) 

Проведем анализ влияния продольного растяжения на процесс развития 

генерируемых волн. 

С учетом продольного растягивающего усилия [123, 147, 156] для 

определения потенциала скорости φ имеем уравнение Лапласа (1.2) 

с граничными 
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и начальными условиями 

φ = ζ= 0   при t = 0.                                       (2.10) 
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         (2.11) 

Q – продольное растягивающее усилие, приходящееся на единицу ши-

рины ледяной пластинки; ζ – прогиб льда или возвышение поверхности 

лед-вода. 

Применяя для решения задачи комплексное преобразование Фурье 

по переменной х и удовлетворяя граничным условиям (2.9), получим 

),exp()()( **2* tirfratt                                  (2.12) 
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где *  и *f  – преобразование Фурье функций ζ и f. 

Решая уравнение (2.12) с начальными условиями (2.10) и применяя 

теорему обращения, найдем 
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                (2.13) 

., 2,121    

Анализ показал, что уравнение Δ1(r) = 0 имеет два действительных 

корня r = ±r1. Следовательно, первое и второе слагаемые в (2.13) имеют 

на действительной оси особенности в точках r = ±r1. Так как эти осо-

бенности взаимно погашаются, то в силу теоремы Коши исходный путь 

интегрирования можно деформировать в контур, обходящий точки 

r = ±r1. В качестве контура интегрирования возьмем путь, идущий вдоль 

действительной оси и обходящий корни уравнения Δ1(r) = 0 по малым 

полуокружностям [140], на которых Re(iΔ1) > 0. Перепишем теперь 

(2.13) так: 
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Здесь L2 идет вдоль действительной оси, а L1 обходит r = r1 сверху и 

r = –r1 снизу. Такой выбор контура интегрирования обеспечивает 

стремление к нулю η1 и η2 при t → ∞. 

Проводя вычисление интегралов (2.14) методом контурного инте-

грирования с учетом положения стационарных точек [4, 80, 84] (корней 

уравнения 0)(1  rM ) относительно полюсов r = ±r1 подынтегральных 

функций, получим 
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штрих означает производную по r. 

Отсюда видно, что периодические давления (2.8) генерируют в ле-

дяном покрове (на поверхности лед-вода) незатухающие с расстоянием 

волны, уходящие от области приложений давлений в положительном и 

отрицательном направлениях оси х. Передний фронт возникающих волн 

перемещается со скоростью V, а их длина и фазовая скорость равны 

11 /,/2 rr  соответственно. 

Для оценки влияния величины продольного растягивающего уси-

лия Q на элементы генерируемых волн проводились численные расчеты 

для функции 
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,,1
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lx

lx
xf                                       (2.16) 

значений параметров (1.15), l = 3·102 м, h = 1 м, Н = 103 м. Рис. 2.4 иллю-

стрирует дисперсионную зависимость длины волны 1/2 r  от часто-

ты колебаний σ. Здесь кривые по порядку снизу вверх отвечают значе-

ниям Q2 = 3.54·10–9Q(Н/м), равным 0, 5.948·10–3, 1.071·10–2, 3.125·10–2, 

6.25·10–2, 1.25·10–1, 0.25, 0.5, 1. Этим значениям Q2 в аналогичном по-

рядке отвечают и кривые снизу вверх на рис. 2.5, 2.6, иллюстрирующих 

при |х| < Vt, 

при |х| > Vt, 
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зависимость фазовой скорости  и скорости переднего фронта V(мс–1) 

генерируемых волн от волнового числа и частоты колебаний. 

 

 
Рис. 2.4 

 

 
 

Рис. 2.5                                                   Рис. 2.6 
 

Видно, что зависимость длины волны от частоты колебаний пред-

ставляет собой монотонно убывающую функцию. Большему Q2 отвеча-

ет меньшее значение σ, начиная с которого заметно проявляется влия-

ние продольного растягивающего усилия на длинах генерируемых волн. 

Например, при Q2, равных 1.071·10–2 и 1 Н/м, такими частотами будут 

σ = 0.3 и σ = 0.2 с–1. Увеличение Q для фиксированных σ приводит к ро-

сту λ (уменьшению r1). Причем влияние растягивающего усилия увели-

чивается с ростом частоты. В частности, при изменении Q2(Н/м) от 0 до 

1 длина волны возросла примерно от 661 до 1047 м, если σ = 0.3 с–1 и от 

92 до 405 м, если σ = 1 с–1. Так как σ = τ(r), то такая существенная зави-

симость λ от Q позволяет определить величину продольного растягива-

ющего усилия ледяной пластинки с постоянной цилиндрической жест-

костью по заданным (измеренным экспериментально) значениям длины 

и фазовой скорости (частоты колебаний) волн из формулы 

     4
11

2*
1

*2
13 1th/th1)(),( rDrHrgrHrgrrrQ   . 
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Отметим, что выражение * (r) вытекает из ∆(r) при Q = 0, а значение 

положительного корня уравнения * (r) = 0 больше, чем значение поло-

жительного корня уравнения ∆(r) = 0. В случае коротких волн (r1H >> 1) 

 4
11

2* 1
1

)( rD
rg

r 







 . 

На частотах, где существенно сказывается влияние Q, такое приближе-

ние справедливо. 

Фазовая скорость генерируемых волн как функция r (длины волны) 

имеет минимум (рис. 2.5, а) а .)(lim,)(lim
0




rgHr
rr

 Величина 

минимума растет с увеличением Q, а значение ,1rr   при котором ми-

нимум достигается, убывает. Качественно похожая на (r) и зависи-

мость V(r). Скорость переднего фронта как функция r также имеет ми-

нимум (рис. 2.5, б), а )(lim)(lim),(lim)(lim
00

rrVrrV
rrrr




. Величина 

минимума и значение ,2rr   при котором он достигается, меньше, чем 

соответствующие значения для фазовой скорости. Кроме того 

(r) > V(r), если 1rr   и (r) < V(r), если 1rr  . При ,1rr   фазовая ско-

рость и скорость переднего фронта волн совпадают. 

Фазовая скорость и скорость переднего фронта генерируемых волн 

как функции частоты колебаний также имеют по одному минимуму 

(рис. 2.6). При фиксированном Q2 минимум V(σ) достигается на частоте 

2  меньшей, чем частота 1  минимума фазовой скорости, а ве-

личина минимального значения (σ) больше, чем )( 2V . При 1  вы-

полняется равенство  = V. Кроме того,   ,)(limlim
00

gHV 


 

.)(lim)(lim 


V  Увеличение продольного растягивающего уси-

лия приводит к росту минимальных значений (σ) и V(σ) и смещению 

их положения в сторону меньших частот ( 1  и 2  уменьшаются). В 

частности, (σ) для значений Q2, что и на рис. 2.4, достигает минимума 

на частоте σ = σ1(с–1), равной соответственно 0.874, 0.900, 0.894, 0.792, 

0.684, 0.577, 0.485, 0.385, 0.344. Минимум V(σ) при этом имеет место 

для )( 1
2

 c , равной 0.570, 0.518, 0.480, 0.381, 0.316, 0.283, 0.240, 0.218, 

0.191. Отметим, что )(),( 2211 rr  а 1r  и 2r  – положительные кор-

ни уравнений 0)()('  rrr  и 0)(''  r  соответственно. Штрих здесь 

означает производную по r. 

Влияние продольного растяжения на амплитуду волн иллюстриру-

ется с точностью до множителя а на рис. 2.7, 2.8, где сплошная, пунк-

тирная, штрихпунктирная, штриховая и точечная кривые отвечают зна-
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чениям Q2(H/м), равным 0, 5.948·10–3, 1.071·10–2, 1.25·10–1, 0.5. Видно, 

что зависимость А от σ и от r представляет собой осциллирующую 

функцию. При этом, если в интервале частоты от нуля до значения, со-

ответствующего минимуму скорости переднего фронта, имеются нули 

функции А(σ), то расстояние между ними здесь с ростом σ убывает, а 

при 2  увеличивается. В противном случае указанное расстояние 

всюду растет с частотой колебаний. Аналогичная зависимость имеет 

место и при Q = 0, однако значение 2  для Q = 0 больше, чем в случае 

Q > 0. Для σ < 0.1 с–1 влияние изменения Q2  практически не проявляется 

на распределение А по частоте (все кривые на рис. 2.7 совпадают) При 

σ > 0.1 с–1 продольное растяжение может привести как к увеличению, 

так и к уменьшению амплитуды волн по сравнению со случаем Q = 0. 

Например, при р0 = 100Па, σ = 0.51 с–1 амплитуда А равна нулю, если 

Q2 = 0.5 Н/м, и А = 0.19 м, если Q2= 0. На частоте же σ = 0.32 с–1 в пер-

вом случае А = 0.066 м, а во втором А = 0. 

Экстремальные значения функции А(σ) в порядке возрастания их 

номера убывают с ростом Q, а их положение (кроме первого экстрему-

ма) смещается в сторону больших σ. Первый экстремум смещается к 

меньшей частоте, но незначительно. 

Волны с одинаковой длиной имеют большую амплитуду при мень-

шем растягивающем усилии, что видно из рис. 2.8. В частности, если 

р0 = 100Па, то волна длиной λ = 256 м имеет амплитуду А = 0.19 м при 

Q2 = 0 и А = 0.025 м при Q2 = 1.25·10–1 Н/м. 

 
 

 
Рис. 2.7 
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Рис. 2.8 

 

2.3. Развитие изгибно-гравитационных волн от импульсных 

возмущений в условиях продольного растяжения 
 

Рассмотрим теперь в качестве генератора волн малые возмущения 

участка дна бассейна, происходящие с вертикальной скоростью 

,0)0(),()(  txafw                                   (2.17) 

начиная с момента времени t = 0. В начальный момент времени поверх-

ность лед–вода горизонтальна. Потенциал скорости φ волнового возму-

щения в условиях продольного растяжения определим из уравнения 

(1.2), начальных (2.10) и граничных условий 
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   при z = 0. 

Обозначения здесь те же, что и в (2.11). 

Применяя для решения задачи преобразование Фурье по х и преоб-

разование Лапласа [83] по t, найдем 
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,th)(,th1 1211 rHrrgbrHrgb   

где θ1 имеет вид (2.12), )(* rf  – преобразование Фурье функции f(x), 

)(*   – преобразование Лапласа функции ψ(t). 

Вычисляя K(r,t) для 

,0),()( 00  tttt                                   (2.20) 

где δ(t) – дельта-функция Дирака, получим 
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Здесь у t1 = t–t0 опущен индекс 1. Отсюда методом стационарных фаз 

найдем асимптотическое выражение ζ. Наличие стационарных точек у 

фазовых функций M1,2(r) при фиксированном ν определяется поведени-

ем функции τ′(r). Ее зависимость от величины растягивающего усилия 

для рассматриваемого вида возмущений аналогична зависимости скоро-

сти незатухающих волн, генерируемых периодическими давлениями 

(2.8). Она изучена в 2.2 и представлена на рис. 2.5. Из данных на рисунке 

следует, что М2 при ν–1 < u2 не имеет стационарных точек (действительных 

корней уравнения 02 M ). Для ν–1 > u1 и u2 < ν–1 < u1 стационарными точ-

ками будет соответственно r = r2 и r = r1, r = r2, если х > 0, или r = –r2, и 

r = –r1, r = –r2, если х < 0. Условия существования стационарных точек для 

М1(r) те же, что и у М2(r), а сами стационарные точки для М2 отличаются 

от точек для М1 только знаками. Здесь ),(',)('lim 02
0

1 rugHru
r




 r0 

– положительный корень уравнения τ″(r) = 0, стационарные точки r = ±r2 

обусловлены упругими силами ледяного покрова. 

Таким образом, после применения метода стационарных фаз 

найдем 
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Отсюда следует, что волна ζ2, обусловленная упругими силами, прихо-

дит в фиксированную точку раньше гравитационной ζ1, не имея при 

этом четко выраженного переднего фронта. Передний фронт гравитаци-

онных волн перемещается от эпицентра возмущений со скоростью и1. 

Задние фронты упругих и гравитационных волн совпадают между собой 

и движутся с одинаковой скоростью и2, зависящей от толщины льда, его 

модуля нормальной упругости и величины растягивающего усилия. 

Большому растягивающему усилию отвечает и большая скорость задне-

го фронта. Качественно такой же характер зависимости и2 и от толщины 

льда. 

В общем случае найти аналитическое выражение стационарных то-

чек (корней уравнений 0)(2,1  rM ) как функции х и t не представляется 

возможным, однако численно их можно найти с требуемой степенью 

точности при заданных х и t и, таким образом, построить количествен-
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ную картину изменения ζ с течением времени в произвольной фиксиро-

ванной точке и картину волны в фиксированный момент времени. 

Меняя с достаточно мелким шагом r и учитывая, что на интервалах 

(0, r0) и (r0, ∞) зависимость между t и r взаимно однозначная и что с ро-

стом r на интервале (0, r0) время растет, а с ростом r на (r0, ∞) убывает, 

можно без нахождения корней уравнений 0)(2,1  rM  построить по 

формулам (2.22) картину поведения ζ1 и ζ2 с течением времени в фикси-

рованной точке, вычисляя t по формуле t = xτ–1(r), а также картину рас-

пределения ζ1 и ζ2 по х в фиксированный момент времени, вычисляя х 

по формуле х = tτ(r). Полученное таким образом распределение ζ2 по х 

для t = 60 с и по t для х = 103 м в случае дельтообразного смещения дна 

[65] при значениях параметров (1.15), Н = 102 м приведено с точностью 

до множителя а·10–4 на рис. 2.9–2.12. Кривые 1–4 на рис. 2.9, 2.10 даны 

для h = 1 м. Они отвечают растягивающим усилиям 0, 1.68·106, 2.52·106, 

3.03·106Н/м. Зависимость же распределения ζ2 по х и t от толщины льда 

(рис. 2.11, 2.12) иллюстрируется в случае Q = 0. При других Q картина 

качественно похожая. Кривые 1, 2 на рис. 2.11, 2.12 относятся к толщи-

нам ледяной пластины 1 и 2 м. Крайние правые значения каждой из 

кривых на рис. 2.10, 2.12 отвечают моментам времени, близким к мо-

менту прохождения заднего фронта волн ζ1,2 через заданную точку. 

Крайние же левые точки кривых на рис. 2.9, 2.11 характеризуют ампли-

туду ζ2 в окрестности заднего фронта в фиксированный момент време-

ни. В этой окрестности асимптотические формулы (2.22) не работают, а 

вычисленное по ним ζ2 принимает бесконечно большое значение. Ана-

лиз данных на рис. 2.9–2.12 показывает, что с течением времени верти-

кальный размах колебаний ζ2(t) увеличивается. Время же прохождения 

волн (2.22) через заданную точку уменьшается с увеличением растяги-

вающего усилия. Уменьшается оно и с ростом толщины ледяной пла-

стины. 
 

 
Рис. 2.9 
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Рис. 2.10 

 
Рис. 2.11 

 
Рис. 2.12 



 

45 

В фиксированный момент времени колебания, обусловленные 

упругими волнами, затухают с расстоянием от эпицентра возмущений 

как с ростом h, так и с увеличением растягивающего усилия. Отметим 

при этом, что влияние продольного растяжения при фиксированном 

усилии ярче проявляется в случае меньших толщин льда. 

 

2.4. Влияние ледового сжатия на развитие волн от периодических 

возмущений 

 

Пусть теперь сплошной упругий лед (тонкая упругая пластинка), 

плавающий на поверхности однородной идеальной несжимаемой жид-

кости конечной глубины, находится в состоянии продольного сжатия 

[76, 155]. Начиная с момента времени t = 0 к поверхности пластинки 

прикладываются периодические напряжения вида (2.8). Исследуем вли-

яние ледового сжатия на развитие волн, предполагая, что в начальный 

момент времени ледяной покров и жидкость находятся в невозмущен-

ном состоянии [25–30]. Потенциал скорости φ волнового движения 

жидкости определим из уравнения Лапласа (1.2), удовлетворяя при этом 

условиям (2.10) при t = 0, (2.9) на дне (z = –Н), а также условию 
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на невозмущенной поверхности лед-вода (z = 0), где выполняется и ки-

нематическое соотношение ζt = φz. Здесь Q1, D1, χ1, а выражаются фор-

мулами (2.11), где Q > 0 следует рассматривать как величину сжимаю-

щего усилия на единицу ширины ледяной пластинки. 

Применяя для решения задачи комплексное преобразование Фурье, 

найдем для возвышения ζ поверхности лед-вода (прогиба льда) инте-

гральное представление (2.13). Отличие от случая продольного растя-

жения (2.2 этой главы) состоит лишь в том, что в условиях ледового 

сжатия 4
1

2
11 1 rDrQ  . Вычисление полученного интеграла прове-

дем при условии 11 2 DQ  , необходимом для устойчивости ледяной 

пластинки, сведя его, в силу теоремы Коши, к виду (2.14), где путь ин-

тегрирования L1 идет вдоль действительной оси, обходя корни уравне-

ния 0)(1  r  по малым полуокружностям, на которых 0)Re( 1 i , а 

путь L2 совпадает с действительной осью, так как на ней 0)(2  r . 

Число полюсов подынтегральных функций в (2.14) (корней уравне-

ния σ – τ(r) = 0), а следовательно, и характер волнового движения опре-

деляется частотой колебаний и величиной сжимающего усилия. Это ил-

люстрируется рис. 2.13, где приведены дисперсионные кривые для 
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h = 1 м, Н = 103 м и значений параметров (1.15). Кривые по порядку 

сверху вниз на этом рисунке отвечают Q1, равным 

111 8.1,5.1,,0 DDD .                               (2.23) 

Таким Q1 соответствуют сжимающие усилия 0, 1.68·106, 2.52·106, 

3.03·106 Н/м. 

При Q1 < Q0 уравнение σ–τ(r) = 0 для любых σ и r > 0 имеет только 

один корень r = r1. Если Q1 > Q0 и r > 0, то это уравнение имеет по од-

ному корню r = r1 и r = r3 при выполнении условий 0 < σ < σ1 и 

σ2 < σ <∞ соответственно. В случае же Q1 > Q0, σ1 < σ < σ2 есть три по-

ложительных корня r = r1, r = r2, r = r3. Причем r3 > r2 > r1. Так как 

функция τ(r) четная, то корнями рассматриваемого уравнения являются 

и r = –ri, i=1, 2, 3 в соответствующих интервалах частоты колебаний. 

Здесь 

)(,,0),(),( 000
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 ,                         (2.24) 

  rHrHrgrHrHrH ththchth 12
2

1 1   , 

r0 – единственный положительный корень уравнения τ0′(r) = 0, β1 и β2 – 

положительные корни уравнения τ′(r) = 0, а штрих означает производ-

ную по r. Видно, что Q0 зависит только от цилиндрической жесткости и 

толщины ледяной пластинки. Эта зависимость при Н = 103 м значениях 

ρ1, μ, из (1.15), h ≤ 10м иллюстрируется рис. 2.14, где кривые по порядку 

снизу вверх отвечают модулю нормальной упругости Е(Н/м2) равному 

1·108, 5·108, 1·109, 3·109, 9·109. Отсюда следует, что чем больше h и E, 

тем больше Q0. 

 
 

Рис. 2.13                                          Рис. 2.14 

 

Если Q1 = Q0, то σ1 = σ2 = σ0, а σ0 = τ(r0), r0 – единственный положи-

тельный корень уравнения τ″(r) = 0. С увеличением Q1 от Q0 до 12 D  
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значение σ1 уменьшается от σ0 до нуля. Величина σ2 при этом уменьша-

ется от σ0 до значения функции τ(r) в корне r = β2 уравнения τ(r) = 0, по-

лученном для 11 2 DQ  . В случае коротких волн (r1H >> 1) 

   211
2

4
1

2
1121 1,1,1  rgrDrQrg , 

а для определения β1 и β2 получим уравнение 

013254 2
1

3
11

4
1

5
11  rQrgQrDrgD , 

имеющее только два положительных корня. 

Пусть Q1 > Q0, σ1 < σ < σ2. Контур интегрирования L1 в интеграле 

(2.14) для этого случая обходит точки r = r2, r = –r1,3 в нижней, а точки 

r = –r2, r = r1,3 в верхней полуплоскостях. Проводя вычисление интегра-

лов (2.14) методом контурного интегрирования с учетом положения 

стационарных точек (корней уравнения 0)(1  rM ) относительно полю-

сов подынтегральных функций, получим 
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Видно, что периодические давления (2.8) при Q1 > Q0 и σ1 < σ < σ2 гене-

рируют три системы незатухающих с расстоянием волн. Две из них ζ1 и 

ζ3 движутся от области приложения давлений с фазовыми скоростями 

1 = σ/r1, 3 = σ/r3,. Волна же ζ2 движется к области действия давлений. 

Ее фазовая скорость 2 = σ/r2. Передние фронты Vk всех трех волн ζk пе-

ремещаются от области давлений, а длины волн равны λk = 2π/rk. 

На частотах 0 < σ < σ1 при Q1 > Q0 в жидкости и ледяном покрове 

генерируется только одна система волн ζ1, движущихся от области дав-

лений. Одна система волн ζ3 возникает при Q1 > Q0 и на частотах 

σ2 < σ < ∞. 

Если Q1 < Q0,то при любых σ от области приложения давлений (2.8) 

в положительном и отрицательном направлениях оси х движется одна 

система незатухающих с расстоянием волн ζ1. 

Для количественной оценки влияния продольного сжатия на эле-

менты генерируемых волн проводились численные расчеты при f(х) ви-

да (2.16), значениях параметров (1.15), (2.23), h = 1 м, l = 3·102 м, 

Н = 103 м. Результаты расчетов представлены на рис. 2.15–2.18. Номера 
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кривых 1–4 на этих рисунках отвечают значениям Q1 из (2.23) в порядке 

возрастания. Первые два значения Q1 удовлетворяют условию Q1 < Q0. 

Поэтому линии 1, 2 характеризуют волну ζ1. Что касается линий 3, 4, 

отвечающих величинам Q1 > Q0, то их штриховые участки относятся к 

волне ζ1, штрихпунктирные к ζ3, а участки, изображенные точками – к 

ζ2. Кружкам на оси σ отвечают значения σ1 и σ2 (σ1 < σ2), а на оси r – им 

соответствующие значения β1 и β2 (β1 > β2). 

Влияние величины сжимающего усилия на распределение фазовых 

скоростей и скоростей передних фронтов (м/с) генерируемых волн по их 

длине и частоте колебаний иллюстрируется рис. 2.15, 2.16. Здесь (σ) и 

и(σ) приведены для σ > 0.24 c-1 и σ > 0.17 c-1 соответственно, а функции 

(r) и u(r) – для r, больших r1, отвечающего этим частотам. При частотах, 

меньших указанных, и длинах волн, им соответствующих, влияние изме-

нения величины Q не проявляется на поведении и и . Отметим, что при 

σ → 0 функции (σ), и(σ) стремятся к одинаковому пределу, равному 

.gH  Такой же предел имеют (r), u(r) при r → 0. Если σ → ∞, то 

и(σ) → ∞ и (σ) → ∞. К бесконечному пределу стремятся (σ), и(σ) и при 

r → ∞. 

 
Рис. 2.15 

 

Видно, что в случае Q1 < Q0 (линии 1,2) фазовая скорость и скорость 

переднего фронта волн ζ1 как функции частоты колебаний имеют по одно-

му минимуму. С ростом Q величины минимумов уменьшаются. Уменьша-
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ются при этом и значения σ, на которых минимумы достигаются. Минимум 

V1(σ) достигается на частоту 2  меньшей, чем частота 1  миниму-

ма фазовой скорости. Величина минимального значения 1(σ) большая, чем 

для V1(σ). Кроме того, 1(σ) > V1(σ), если 1  и 1(σ) < V1(σ), если 1 . 

При 1  фазовая скорость и скорость переднего фронта волн ζ1 совпа-

дают между собой. Напомним, что аналогичный результат имеет место и в 

случае продольного растяжения (раздел 2.2). 

Как функции r (длины волны) скорости 1 и V1 при Q1 < Q0 также 

имеют по одному минимуму в точках 1rr   и 2rr   соответственно 

(рис. 2.16). Величины минимумов уменьшаются с ростом Q1, а их поло-

жение смещается в сторону больших r (меньших длин волн). В точке 

минимума фазовой скорости 1(r) = V1(r). При r < r1 выполняется нера-

венство 1(r) > V1(r), а если 1rr  , то 1(r) < V1(r). Здесь 01 r  корень 

уравнения ττ′(r)–τ(r) = 0, 0r  корень уравнения τ″(r) = 0, а 

   2211 , rr  . 

Длина волны ζ1 при Q1<Q0 монотонно убывает с частотой. Причем 

на заданной частоте большему Q1 отвечает меньшее значение λ1, что 

следует из рис. 2.13. Убывает с ростом Q1 и скорость 1. Скорость же V1 

при этом может как расти, так и уменьшаться (кривые 1, 2 на 

рис. 2.15, б). 
 

 
Рис. 2.16 

 

В случае Q1 > Q0 скорость V1 переднего фронта волны ζ1, генериру-

емой при σ < σ2, убывает с ростом частоты колебаний. Скорость V3 пе-

реднего фронта волны ζ3, возникающей на частотах σ > σ1, растет при 

этом. Функция же V2(σ), определяемая как модуль и(σ) при σ(σ1,σ2) и 

характеризующая фронтальную скорость волны ζ2, имеет максимум при 

2 . Фазовая скорость волны ζ1 убывает, а волны ζ2 растет с увеличе-

нием σ, в то время как 3(σ) в окрестности частоты 2  имеет слабо 
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выраженный минимум. Убывают с частотой и λ1, λ3, а λ2 растет. При 

σ > σ1 большому Q1(Q0, 12 D ) отвечают меньшие значения λ1, 1, V1, 

λ3, 3. Величина V3 растет с ростом Q1. Если при двух значениях Q1 ин-

тервалы (σ1, σ2) пересекаются, то на пересечении большему Q1 соответ-

ствуют большие V2, 2, λ2. 

Функции 1(r) и V1(r) при Q1 > Q0 (штриховые участки кривых 3, 4 на 

рис. 2.16) - монотонно убывают. Убывает с ростом r (с уменьшением длины 

волны) и фазовая скорость волны ζ2. У волны же ζ3 фазовая скорость при 1rr   

имеет минимум, а скорость переднего фронта растет с увеличением r (убывает 

с уменьшением длины волны). Из волн ζ1 при заданной длине большую фазо-

вую и фронтальную скорость имеет та, которая генерируется при меньшем 

сжимающем усилии. Это же справедливо и для волн ζ2 (рис. 2.16). Волны ζ3 

при фиксированной длине также движутся медленнее при большем усилии ле-

дового сжатия. Их передние фронты при этом могут перемещаться как быст-

рее, так и медленнее. 

Влияние сжимающего усилия на распределение амплитуды А гене-

рируемых волн по их длине и по частоте колебаний иллюстрируется 

рис. 2.17, 2.18 с точностью до множителя а. Из рис. 2.17 следует, что 

при Q1 < Q0 влияние продольного сжатия на амплитуду волны ζ1 

(рис. 2.17, а) начинает проявляться только с частоты σ ≈ 0.31с–1. При 

этом с увеличением Q1 экстремальные значения функции А(σ) в порядке 

возрастания их номера растут, а положение экстремумов смещается в 

сторону меньших частот. Например, второй экстремум А1(r1) равен 1.9, 

если Q1 = 0, и 2.8, если 11 DQ  . Достигаются они соответственно на 

частотах 0.5 и 0.475 с–1. Амплитуда волн ζ2, генерируемых при σ(σ1, 

σ2) и  101 2, DQQ  , может при фиксированной частоте существенно 

превосходить и амплитуду ζ1 и амплитуду ζ3. В частности, при 

σ = 0.41 с–1, 11 8.1 DQ   величины )( 1rA , )( 2rA , )( 3rA  равны соответ-

ственно 1.7, 4.2, 1.5. 

 
Рис. 2.17 
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Из сравнения рис. 2.17, а и 2.17, б видно, что на частотах меньших, 

чем σ1, для 11 8.1 DQ   продольное сжатие мало деформирует поверх-

ность лед-вода (прогиб льда) по сравнению со случаем Q1 = 0. На часто-

тах, больших значения σ2, отвечающего 11 8.1 DQ  , сжимающее уси-

лие гасит амплитуду волн, генерируемых давлениями (2.10) и делает 

возвышение поверхности лед-вода более пологим. На частотах же 

σ(σ1, σ2) вид поверхности лед-вода при соответствующем сжатии фор-

мируется из трех волн и может быть принципиально иным, чем в случае 

отсутствия ледового сжатия. 

 
 

Рис. 2.18 
 

Большому сжимающему усилии при условии Q1 < Q0 отвечает 

больший размах вертикальных колебаний функции А(r) (рис. 2.18). Од-

нако, если при Q1 = Q0 (линия 1) амплитуда функции А(r) для рассмат-

риваемых значений параметров затухает с ростом r, то в условиях ледо-

вого сжатия она может как увеличиваться, так и уменьшаться. В частно-

сти, при Q1 < Q0 возрастание экстремальных значений А(r) прослежива-

ется для 2rr  , а убывание – для 2rr  . Больший вертикальный размах 

колебаний А(r) имеет место и при Q1 > Q0. Положение же нулевых зна-

чений А(r) не смещается по оси r с изменением величины сжимающего 

усилия. Это говорит о существовании таких длин волн (волновых чи-

сел), когда отсутствуют вертикальные смещения поверхности лед-вода 

независимо от величины Q. Однако каждой их таких длин при различ-

ных Q1 отвечают разные значения частоты колебаний. 

При наблюдении за колебаниями ледяного покрова на дрейфующей 

станции «Северный полюс-20» удалось зафиксировать момент образо-

вания разлома ледяного поля [131]. Разлому сопутствовали изгибно-

гравитационные волны с периодами 20-25 сек. и длинами около 600 м. 
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Высказано предположение, что разлом образовался из-за появления 

этих волн, однако причина их возникновения была неизвестна. 

Возможно, что зарегистрированные волны обусловлены ледовым 

сжатием. Это следует из предыдущих результатов. Для количественной 

оценки волновых характеристик и сравнения их с наблюдавшимися на 

дрейфующей станции СП-20 проводились численные расчеты. Глубина 

океана в районе станции, модуль упругости, толщина, плотность и ко-

эффициент Пуассона льда составляли соответственно 3050 м, 

9·109 Н/м2, 4.5 м, 900 кг/м3, 0.3. Эти данные были взяты за исходные. Ре-

зультаты расчетов показали, что для 11 5.1 DQ   величины σ1 и σ2 рав-

ны 0.253 и 0.256 с–1 а длина волны сжатия ζ2, заключена в пределах 

450 < λ2 < 540 м. Ее период 24.6 – 24.8 с. Значение 11 5.1 DQ   близко к 

Q0, характеризующему величину сжимающего усилия, приводящего к 

изменению волнового движения. Вычисленные значения длины и пери-

ода волны сжатия ζ2 согласуются с полученными на СП-20. Это дает ос-

нование рассматривать волну ζ2 и сжимающее усилие Q = ρgQ0 как один 

из возможных предвестников и механизмов разлома ледяного поля. При 

11 5.1 DQ   фазовая скорость волны сжатии в зависимости от σ прини-

мает значения от 16 до 22 мс–1, а фронтальная, обращающаяся в ноль 

при Q1 = Q0, не превосходит 1 мс–1. Частоты σ1,2 являются резонансны-

ми для амплитуд Аk и напряжений изгиба EhArF kkk
2

2

1
  в ледяном по-

крове на гребнях волн ζk. При Q1 > Q0 амплитуды волн ζ2,3 и напряжения 

изгиба достигают на интервале (σ1, σ2) значительных величин. При l(х) 

вида (2.16) f = 3·102 м, р0 = 100Па и 11 5.1 DQ   даже минимальные 

значения F2(σ) и А2(σ) внутри указанного интервала частоты в зоне сжа-

тия равны 10 кг/см2 и 35 см. 

 

2.5. Развитие изгибно-гравитационных волн от импульсных 

возмущений в условиях ледового сжатия 

 

Проведем теперь анализ влияния ледового сжатия на процесс раз-

вития волн, возникающих под действием малых вертикальных смеще-

ний участки дна бассейна. В начальный момент времени идеальная не-

сжимаемая жидкость и плавающий на ней продольно сжатый сплошной 

упругий лед (тонкая упругая пластинка) находятся в покое. Начиная с 

момента времени t = 0 участок дна бассейна смещается с вертикальной 

скоростью (2.17). Генерируемое волновое движение определяется по-

тенциалом скорости φ, удовлетворяющим уравнению Лапласа (1.2), 

начальным (2.10) и граничным условиям (2.18) на дне и 
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на невозмущенной поверхности лед-вода (z = 0). 

Решая задачу как и в случае продольного растяжении (2.3 этой гла-

вы), получим для возвышения поверхности лед-вода интегральное 

представление (2.19), где следует положить θ1 = 1–Q1r2+D1r4. Для ψ(t) 

вида (2.20) интеграл (2.19) сводится к (2.21), который вычислим мето-

дом стационарных фаз при 11 2 DQ  . 

Пусть Q1 < Q0, где Q0 определяется выражением (2.24). При таком 

условии фазовые функции М1,2(r) ведут себя качественно так же, как и в 

случае продольного растяжения. Это объясняется при данном условии 

качественно похожим поведением τ(r) для растягивающих и сжимаю-

щих усилий. В первом случае τ(r) совпадает с σ(r) на рис. 2.4, во втором 

– с σ(r) на рис. 2.13, где две верхние кривые даны для Q1, удовлетворя-

ющих условию Q1 < Q0. Сравнивая кривые рис. 2.4 с кривыми на 

рис. 2.13, а также кривые на рис. 2.5, б с кривыми рис. 2.16, б, видим, 

что условия существования стационарных точек у фазовых функций 

М1,2(r) при сжимающих усилиях Q < ρgQ0 те же, что и при растягиваю-

щих. Следовательно, вид поверхности лед-вода в условиях ледового 

сжатия при Q < ρgQ0 определяется как и при растяжении формулами 

(2.22). Большому сжимающему усилию отвечает меньшая скорость и2 

заднего фронта волн ζ1 и ζ2. Скорость и1 переднего фронта гравитацион-

ных волн ζ1 не зависит от величины Q. Она равна gH  при любом Q. 

Зависимость и2 от величины сжимающего усилия хорошо видна на 

рис. 2.16, б, где она при Q1 < Q0 характеризуется минимальными значе-

ниями на двух верхних кривых и(r) = τ′(r), приведенных соответственно 

для усилий сжатия 0 (верхняя кривая) и 1.68·106 Н/м. 

Влияние ледового сжатия на значения местных фазовых скоростей 

(τ(r)/r) и длин (2π/r) возникающих волн характеризуется двумя верхни-

ми кривыми на рис. 2.16, а и 2.16, б соответственно. Участки кривых 

слева от минимума на рис. 2.16, б относятся к ζ1, а справа – к ζ2. Видно, 

что при фиксированном ν = t/|x| местная длина λ1 = 2π/r1 волны ζ1 растет, 

а λ2 = 2π/r2 волны ζ2 убывает с ростом Q1. Причем λ0 < λ1 < ∞, 0 < λ2 < λ0, 

где λ0, равное 2π/r0, уменьшается с увеличением усилия сжатия. Грави-

тационная ζ1 и упругая ζ2 волны с фиксированными местными длинами 

имеют большие местные фазовые скорости при меньшем сжимающем 

усилии. Для наблюдателя в фиксированной точке х время прохождения 

упругих и гравитационных волн увеличивается с ростом Q. Чем больше 

сжимающее усилие, тем в заданный момент времени задний фронт волн 

находится на меньшем удалении от эпицентра возмущений. Вертикаль-

ный размах колебаний функции ζ2(х) и ζ2(t) уменьшается с ростом Q. 
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Пусть Q0 < Q1 < 2 1D . Тогда для х > 0 фазовая функция 

М1(r) = r + ντ(r) имеет одну (–r2), две (–r1, –r2) или четыре (–r1, –r2, +r3, +r4) 

стационарные точки, корни уравнения М′1(r) = 0, при выполнении усло-

вий ν–1 > u1, u2 < ν–1 < u1, ν–1 < u2  соответственно. Здесь 

gHu 1 , и2 = –τ′(r0), ν = t/|x|, 0 <r1 < r3 < r4 < r2, r0 – положительный ко-

рень уравнения τ״(r) = 0, τ(r) определяется формулой (2.21), где следует 

положить Q1=1–Q1r2+D1r4. У фазовой функции М2(r) = r–ντ(r) при ана-

логичных условиях и х > 0 также будет одна (r2), две (r1, r2) или четыре 

(r1, r2, –r3, –r4) стационарные точки. Для х < 0 функции М1,2 имеют вид 

М1(r) = –r+ντ(r), М2(r) = –r – ντ(r), а их стационарные точки отличаются 

от стационарных точек в случае х > 0 только знаками. Принимая это во 

внимание и считая f(x) четной, из (2.21) найдем такое выражение для 

поверхности лед-вода: 
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Видно, что волновое движение формируется одной, двумя или че-

тырьмя волнами. Волна ζ1 гравитационная, ζ2 упругая, а ζ3 и ζ4 обуслов-

лены ледовым сжатием. Передние фронты волн сжатия перемещаются 

от области приложения возмущений с одинаковой скоростью и2. Боль-

шему сжимающему усилию отвечает и большая скорость и2. Это следу-

ет и из рис. 2.16, б, где и2 характеризуется модулем минимального зна-

чения на точечных участках кривых и = τ′(r), верхняя из которых отве-

чает сжимающему усилию 2.52·106 Н/м, а нижняя – усилию 

3.03·106 Н/м. Так как генерируемые волны не имеют задних фронтов, то 

чем больше Q1, тем больше область покрыта волнами ζ3, ζ4. Волны сжа-

тия движутся к эпицентру возмущений с местными фазовыми скоро-

= 
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стями, равными 3,4 = τ(r3,4)/r3,4. Характер зависимости 3,4 от величины 

сжимающего усилия показан на рис. 2.16, а точечными участками кри-

вых. При фиксированных ν местные длины λ3= 2π/r3 волн большие, чем 

длины λ4 = 2π/r4 волн ζ4. Кроме того, λ1 > λ3 > λ0 > λ4 > λ2. Скорость пе-

реднего фронта гравитационных волн ζ1 не зависит от Q1. Она, как и для 

Q1 < Q0, равна gH . 

 

2.6 Развитие изгибно-гравитационных волн от периодических 

возмущений в условиях неравномерного ледового сжатия  

 

Пусть на поверхности однородной идеальной несжимаемой жидко-

сти конечной глубины Н плавает тонкая упругая изотропная ледяная 

пластинка. В горизонтальных направлениях пластинка и жидкость не 

ограничены. В начальный момент времени жидкость не возмущена, а 

поверхность лед-вода горизонтальна. С момента времени t = 0 к поверх-

ности ледяного покрова прикладываются периодические перемещаю-

щиеся давления [70, 71, 118] вида 

)](exp[)(0 tnyixfpp  .                              (2.25) 

Рассмотрим влияние сжимающих усилий на развитие изгибно-

гравитационных волн, считая движение жидкости потенциальным, а 

скорости движения частиц жидкости и прогиб ледяной пластинки ζ ма-

лыми. 

С учетом сил сжатия задача сводится к решению уравнения Лапла-

са 

 yxzH ,,0,0                          (2.26) 

с граничными и начальными условиями 
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Здесь Qx < 0, Qy < 0 – растягивающие усилия вдоль соответствующих 

осей координат, ζ и потенциал скорости φ связаны условием ζt = φz при 

z = 0. 

Отыскивая φ и z в виде φ = φ0 (x, z, t)exp(iny), ζ = ζ0(x,t)exp(iny), из 

(2.25) – (2.27) методом интегральных преобразований получим 
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)(* mf – преобразование Фурье функции f(x). 

Вычисление интеграла (2.28) проведем для значений 11 2 DD  , 

22 2 DD  , обеспечивающих устойчивость пластинки. 

Подынтегральная функция ψ (m, t) в (2.28) не имеет особенностей на пу-

ти интегрирования, так как особенности первого и второго слагаемых, пред-

ставляющие собою вещественные корни m = ± mk уравнения Δ1 = 0, взаимно 

погашаются. Следовательно, в силу теоремы Коши исходный путь интегри-

рования можно деформировать в путь, обходящий эти особенности. Примем 

за путь интегрирования контур L, идущий вдоль действительной оси, обходя 

точки m = ± mk по малым полуокружностям, на которых Re(iΔ1) < 0, и пере-

пишем (2.28) в виде 

),(
22
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1 



a

 

,)exp()(
2

)](exp[ *

1

dmimxmftnyi

L

 


                  (2.29) 

 




j
L

j
j

j dmmMximfiny ,)](exp[)()exp( *  

.2,1,/,sign  jxtxmM j  

Здесь L2 совпадает с действительной осью, так как на ней Δ2(m) ≠ 0. 

Численный анализ поведения функции τ(m) в случае ледяной пла-

стинки [33] показал, что число корней m = ± mk уравнения Δ1 = 0 зависит 

от продольного Qx и поперечного Qy сжимающих (растягивающих) уси-

лий, частоты колебаний σ и волнового числа n давлений (2.25). Это ил-

люстрируют дисперсионные поверхности на рис. 2.19 (Qx = 0) и 

рис. 2.20 (Qx = 1.8 1D ) для значений (1.15), Н = 103 м, h = 1 м. 

Верхние и нижние поверхности на рис. 2.19, 2.20 отвечают значе-

ниям Q2 = –1.8 1D  и Q2 = 1.8 1D , характеризующим соответственно 

растяжение и сжатие в поперечном направлении. Средние поверхности 

приведены для Qу = 0. 

Если *
110 QQ   (рис. 2.19) или Q1 < 0, то уравнение Δ1(m) = 0 при 

поперечном растяжении ( 02Q ) и поперечном сжатии 12 20 DQ   

имеет только один положительный корень m = m1 для σ ≥ σ0. Здесь 
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m0 – единственный положительный корень уравнения τ(m) = 0 (штрих 

означает производную по m). 
 

 
                         Рис. 2.19                                           Рис. 2.20 
 

При условии 11
*
1 2 DQQ   для Q2 < 0 и для 12 20 DQ  , как и в 

случае Qy = 0, уравнение Δ1 = 0 на частотах σ ≥ σ0 в зависимости от вол-

нового числа давлений может иметь один, два или три положительных 

корня m = mk (k = 1, 2, 3). Из них корень m1 характеризуется участком 

функции τ (m), на котором 0)(   m , а корень m3 – участком, где 

0)(   m . Убывающая часть τ(m) определяет корень m2. Поперечное 

сжатие (растяжение) может изменить не только значения корней, но и 

их число. В частности, для n = 0.05 м–1, Q1 = 1.8 1D  (рис. 2.20) в случае 

Q2 = 0 имеется только один корень, а при Q2 = 1.8 1D  – два. Интервалы 

частот, на которых существует каждый из корней, также меняются. 

Отметим, что в силу четности функции τ(m) корнями уравнения 

Δ1 = 0 будут и значения m = –mk, k = 1, 2, 3. Влияние продольного сжа-

тия (Qk > 0) и растяжения (Qk < 0) на σ0 не проявляется. Вид кривой 

)(*
0 n , представляющей собой на рис. 2.19, 2.20 линию пересечения 

дисперсионной поверхности с координатной плоскостью m = 0, опреде-

ляется усилием поперечного сжатия (растяжения). Влияние Qy на пове-

дение )(* n  аналогично влиянию Qx на поведение линии пересечения 

дисперсионных поверхностей с плоскостью n = 0. Эта линия характери-

зует дисперсионную зависимость волн в случае плоского фронта не пе-

ремещающихся периодических давлений. 

Проведя вычисление интегралов (2.29) методом контурного инте-

грирования с учетом положения стационарных точек фазовых функций 
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Mj(m) относительно полюсов подынтегральных выражений, установим, 

что каждому из корней m = mk, k = 1, 2, 3 отвечает система волны ζk  вида 
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Следовательно, число возбуждаемых волн определяется значения-

ми сжимающих (растягивающих) усилий, частотой σ и длиной 2π / n 

волны давлений. 

Если пластинка растянута в продольном и поперечном направлени-

ях, то при любых растягивающих усилиях на частотах σ > σ0 возбужда-

ется только одна система волн ζ1, уходящих от полосы давлений. Она 

носит характер гравитационных волн, если 0)(   m , и изгибных, – ес-

ли 0)(   m . Эта система формирует колебания и в случае, если пла-

стинка растянута в продольном и сжата в поперечном направлениях 

(Q1 < 0, 0 ≤ Q2 < 2 1D ) или неравномерно сжата усилиями, удовлетво-

ряющими условиям *
110 QQ  , 0≤ Q2 < 2 1D . 

При выполнении условий 11
*
1 2 DQQ  , 0< Q2 ≤ 2 1D  колебания 

пластинки и волновое движение жидкости под ней формируются одной 

(ζ1 или ζ3), двумя (ζ2, ζ3) или тремя (ζ1, ζ2, ζ3) системами незатухающих с 

расстоянием волн (2.30). Из них волны ζ2 генерируются только в усло-

виях сжатия при соответствующих сжимающих усилиях. Сжатием обу-

словлены и волны ζ3, если они возбуждаются вместе с ζ2. 

Каждая из волн ζk перемещается в направлении, составляющем с 

осью х угол αk = (–1)k+1arctg(n/mk). Скорости передних фронтов этих 

волн равны Vk, а их фазовые скорости υk, и длины λk определяются по 

формулам υk = σ/rk, λk = 2π/rk, rk = 22 nm  . При этом для заданного n > 0 

частота )(*
0 n  является резонансной. 

Таким образом, периодические давления типа бегущей волны в по-

лосе поверхности плавающей неравномерно сжатой упругой ледяной 

пластинки могут возбуждать одну, две или три системы прогрессивных 

незатухающих с расстоянием волн. Две из них обусловлены силами 

сжатия. Каждая их волн распространяется под соответствующим углом 

к полосе. Их длины и фазовые скорости меньше, чем длина и фазовая 

скорость волны давлений. Количество волн, их характеристики и усло-

вия возбуждения зависят от сжимающих усилий и параметров давлений. 

Значения резонансных частот и длин волн давлений при фиксированной 

глубине жидкости определяются цилиндрической жесткостью ледяной 

пластинки и поперечным сжимающим усилием. 
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ГЛАВА 3. НЕУСТАНОВИВШИЕСЯ ВОЛНЫ В УСЛОВИЯХ 

СТАЦИОНАРНОГО ПОТОКА 

 

3.1. Влияние битого льда на волны от периодических поверхностных 

давлений 

 

Пусть невозмущенная поверхность однородной идеальной несжи-

маемой жидкости, заполняющей неограниченный бассейн постоянной 

глубины H  и текущей со скоростью u в положительном направлении 

оси x , покрыта битым дрейфующим льдом. Начиная с момента времени 

t = 0 к поверхности льда прикладываются периодические давления вида 

)σexp()(),( 0 tixfptxp  .                               (3.1) 

Изучим процесс развития волн, считая, что до начала действия давлений 

(3.1) поток не возмущен, а поверхность лед-вода горизонтальна. 

В предположениях линейной теории задача сводится к решению урав-

нения Лапласа 

 xzH ,0,0                        (3.2) 

с граничными 

    puguum xtxxtxtt  22 при z = 0,     (3.3) 

0z  при Hz   

и начальными условиями 

φ(x, z, 0) = ζ(x, 0) = 0.                                   (3.4) 

Здесь ,1hm     и 1  – плотность жидкости и льда, h  – толщина льда,   – 

отклонение поверхности лед-вода от невозмущенного состояния, а потен-

циал возмущенной скорости   связан с   кинематическим условием 

xzt u .                                         (3.5) 

Применяя для решения задачи преобразование Фурье по переменной x  

и удовлетворяя граничным условиям (3.3), получим уравнение 
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Отсюда после удовлетворения начальных условий (3.4) и применения 

обратного преобразования Фурье получим для возвышения поверхности 

лед-вода выражение 
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где 
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Подынтегральная функция не имеет особенностей на пути интегрирова-

ния, так как имеющиеся особенности отдельных слагаемых, представ-

ляющие собой вещественные корни уравнений 01   и 02  , взаимно 

погашаются. Поэтому исходный путь интегрирования можно деформи-

ровать в путь, идущей вдоль действительной оси и обходящий эти осо-

бенности. Будем обходить корни уравнения 01   по малым полу-

окружностям, на которых 0)Re( 1 i , а корни уравнения 02   по по-

луокружностям, где 0)Re( 2 i . Анализ показал, что уравнение 02   

имеет только один корень 2r . Уравнение 01   в случае  /g  

при любых скоростях потока также имеет только один корень 1r . 

Один корень 1r  это уравнение имеет и при условии 
1

0000 ])([,,/  rruuug , 

где 0r  – положительный корень уравнения 

     0th122sh/21  rHrrHrH . 

При  /g , 0uu   уравнение 01  , кроме 1r  имеет еще два 

положительных корня 5 , 6 . Причем 01652  . Для ко-

ротких волн   gg //1 212
6   , а для длинных 

   
 21

2
6 /1 ggH . 

Перепишем теперь (3.6) так: 

 


 21
0

22

1

g

p
,                               (3.8) 

где 

 




kL

k

k

k drMxirf exp)(* ,  k=1,2, 

 


kL

tidrirxrf ),exp()exp()(
2 *

2




                           (3.9) 

  ./,sign)()1( xtxrrurM k
k   

Здесь путь 2L  совпадает с действительной осью всюду, кроме окрестно-

сти точки 2r , которую он обходит снизу. Путь 1L  при  /g , 

0u  или  /g , 0uu   обходит только точку 1r  (обход снизу), 

а при условии  /g , 0uu   еще и точки 6r  (сверху) и 5r  
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(снизу). Путь L  обходит снизу точку 2r , а в остальном совпадает с 

1L . При таком выборе обхода полюсов выражения 1  и 2 , представля-

ющие собой неустановившуюся часть движения, стремятся к нулю при 

t  для любого фиксированного значения x . 

Проводя вычисление интегралов (3.9) методом контурного инте-

грирования с учетом положения стационарных точек относительно по-

люсов подынтегральных функций, получим при больших положитель-

ных x  (вниз по потоку) 
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если  /g  или  /g , 0uu  . При условии же  /g , 0uu   

вниз по потоку 
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На достаточно большом удалении от области давлений вверх по потоку 

)0( x  из (3.9) при  /g  и при  /g , 0uu   найдем * , а в 

случае  /g , 0uu   
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6
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Здесь 

,6,5,2,1,sin)(
)(

2
**0 






 kf
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p
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k

k
k  

,)(,)( *
kkkk ktkx   










,6,5,1

,2,1,1

k

k
k  

,)(),(),(),( 66552211 uVuVuVuV   

верхний знак у k , берется только при 1k , а *  представляет собою 

затухающие волновые возмущения, амплитуда которых имеет порядок 

не ниже x/1 . Вниз по потоку  ,1*
2

*
1

* 
 xO  если 

,)()( 0
1

0
1 tuuxuu   0

1uu  .или tuux )( 0
1 , 0

1uu  . Если же 
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tuux )( 0
1 , 0

1uu   или tuux )( 0
1 , 0

1uu  , или tuuu )( 0
1 , 0

1uu  , то 

 xO 1*  . Причем  

,,
4

)(cos
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)(

)(

)(
)1( 0

1

*
0* gHurMx

r

rf

r

r

g
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k

k
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kk
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а kr  – корень уравнения )()1( 1 uk   . Вверх по потоку 

 ,1*
2

*
1

* 
 xO  если 0

1uu  , )( 0
1 uutu   и  1* 

 xO  при 

0
1uu  , )( 0

1 uutx   а kr  удовлетворяет уравнению )()1( 11   uk . 

Отметим, что 21 rr  . 

Из полученных формул следует, что на большом удалении от эпи-

центра давлений (3.1) при выполнении условия  /g или  /g , 

0uu   незатухающие колебания поверхности лед-вода наблюдаются 

только вниз по потоку. Они формируются волнами 1 , 2 . При условии 

же  /g , и < u0 незатухающие колебания вниз по потоку формиру-

ются волнами 1 , 2 , 5 , а вверх по потоку – волной 6 . Волны 1 , 2  

бегут в направлении потока с фазовыми скоростями 11 / , 

22 / , а волны 5 , 6  – против потока с фазовыми скоростями 

55 / , 66 / . Причем 1652  . Передние фронты не-

затухающих волн 1 , 2 , 5  перемещаются вниз по потоку со скоростя-

ми 1V , 2V , 5V , а передний фронт 6  – вверх по потоку со скоростью 6V , 

при этом 521 VVV  , 61 VV  . Отметим, что ледяной покров уменьшает 

1 , 6 , 1V , 6V  и увеличивает 2 , 5 , 2V , 5V  по сравнению с соответ-

ствующими значениями в жидкости со свободной поверхностью. Воз-

мущения, амплитуда которых имеет порядок x1 , распространяются в 

случае 0
1uu   только вниз по потоку. Их передний фронт движется со 

скоростью 0
1uu  , а задний фронт – со скоростью 0

1uu  . В случае 0
1uu   

эти возмущения распространяются как вниз, так и вверх по потоку. Пе-

редний фронт возмущений в области 0x  движется со скоростью 
0
1uu   по потоку, а в области 0x  – со скоростью uu 0

1  против потока. 

При этом битый ледяной покров не влияет на скорость распространения 

передних фронтов затухающих волн. 

Для количественной оценки влияния льда на элементы незатухаю-

щих с расстоянием волн были проведены численные расчеты [19] в ин-

тервале частоты от 5∙10–3 до 0.5 с–1 при 8701  g  кг/м3, м102H . Вы-

числялась скорость 0u , а также фазовые k  и фронтальные kV  скорости 

волн )6,5,2,1(  kk . На рис. 3.1 приведена зависимость u (м/c) от  . 
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Кривые по порядку сверху вниз отвечают толщине льда 0, 1, 5, 10, 20 м. 

Отсюда видно, что битый лед при 1 , где 13
1 c105,2  , не оказы-

вает заметного влияния на u0. Для 1  рост толщины льда приводит к 

уменьшению u0 по сравнению с его значением при отсутствии льда. 

Максимальное значение u0 для рассматриваемых толщин льда достигает-

ся примерно на той же частоте 0 , что и в случае свободной поверх-

ности. При этом для 0  влияние льда на u0 тем сильнее, чем больше 

частота колебаний. Результаты численных расчетов k  и Vk приведены 

на рис. 3.2, 3.3 и в табл. 3.1 – 3.3. Рис. 3.2, а и 3.3, а отвечают u =1.5 м/c, а 

рис. 3.2, б и 3.3, б – значению u  = 0.5 м/c. Анализ расчетов показывает, 

что заметное влияние на υ1, υ6, V1, V6 лед может оказывать лишь на ча-

стотах σ > 5∙10–2 c–1. Это влияние при фиксированном и сказывается в 

уменьшении указанных элементов волн ζ1, ζ6 и иллюстрируется рис. 3.2. 
 

 
Рис. 3.1 

 

Верхние кривые на этом рисунке представляют собою соответствую-

щую зависимость в жидкости со свободной поверхностью (h = 0), а 

остальные по порядку сверху вниз отвечают толщинам льда 1, 5, 10, 

20 м. Правая шкала относится к υ6, V6, а левая – к υ1, V1. С уменьшением 

скорости потока влияние льда на υ6, V6, уменьшается, а на υ1, V1 увели-

чивается. При фиксированных h и σ уменьшение и приводит к умень-

шению значений υ1, V1 и увеличению υ6, V6, что видно из табл. 3.1. В 

этой таблице скорости (м/c) приведены для σ = 10-2с-1, h = 1 м. 

Зависимость υ1, υ5, от σ изображена на рис. 3.3, где кривые по по-

рядку снизу вверх отвечают h, равному 0, 1, 5, 10, 20 м. Отсюда видно, 

что ледяной покров увеличивает фазовые скорости волн ζ2, ζ5. Отметим 

при этом, что влияние льда на υ2 и υ5 существенно даже на тех частотах, 

на которых υ1 и υ6 не зависят от h. В частности, при σ = 5∙10–3 с–1, 
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и = 1.5 м/c изменение h от 0 до 1 м приводит к увеличению υ2 и υ5 при-

мерно в 2.5 раза. Влияние льда на υ2 и υ5 тем сильнее, чем меньше ско-

рость потока. При фиксированных h и σ большему и отвечают и боль-

шие значения υk (k = 2, 5). 

 

 
а                                 б 

Рис. 3.2 

 

Скорости передних фронтов волн ζ2, ζ5. также увеличиваются с ро-

стом h. При фиксированной толщине льда V2 мало меняется на рассмат-

риваемом интервале частоты. Это видно из табл. 3.2, где приведены 

значения 10 V2(м/c) для σ = 5∙10–3 с–1 (верхняя строка) и σ = 5∙10–1 с–1 

(нижняя строка). Скорость V5 на частотах от 5∙10–3  до 5∙10–2 с–1 с точно-

стью до 1% совпадает с V2. При изменении σ(с–1) от 5∙10–2 до 5∙10–1 ско-

рость V5 уменьшается. Это иллюстрируется табл. 3.3, в которой даны 

значения 10 V5(м/c) для σ = 5∙10–2 с–1 (верхняя строка) и σ = 5∙10–1 с–1 

(нижняя строка). 
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а                                б 

Рис. 3.3 

 Таблица 3.1 
u  

1  6  
1V  6V  

1.5 
1 

0.5 

32.3 
31.8 
31.3 

29.2 
29.7 
30.2 

31.3 
30.8 
30.2 

28.0 
28.6 
29.1 

 

 Таблица 3.2 

               h ,м 

u ,м/c 
0 1 5 10 

1.5 
 

7.50 
7.95 

12.0 
12.7 

13.5 
14.1 

13.9 
14.4 

0.5 2.50 
2.55 

4.61 
4.69 

4.82 
4.89 

4.87 
4.93 

 

 Таблица 3.3 
                h ,м 
 
u ,м/c 

0 1 5 10 

1.5 
 

7.38 
6.89 

11.7 
10.7 

13.1 
11.5 

13.4 
10.9 

0.5 2.48 
2.44 

4.57 
4.46 

4.77 
4.61 

4.82 
4.58 
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3.2. Влияние сплошного упругого льда на волны от периодических 

возмущений 
 

Пусть однородная несжимаемая жидкость, текущая с постоянной 

скоростью и в положительном направлении оси х, покрыта сплошным 

упругим льдом. Лед плывет вместе с потоком. Исследуем неустановив-

шееся волновое движение, генерируемое периодическими давлениями 

(3.1), начинающими действовать с момента времени t = 0. До начала 

действия давлений ледяная пластина горизонтальна, а поток не возму-

щен. Потенциал скорости φ волнового возмущения определим из урав-

нения (3.2). На дне z = –H удовлетворим условию непротекания 

 0 z  а в качестве граничного условия на невозмущенной поверх-

ности лед-вода (z = 0) используем уравнение колебаний упругой ледя-

ной пластины 

g

p

gx
u

t
F

x
D
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D
D ,   (3.10) 

ρ – плотность жидкости, Н – глубина бассейна; ρ1, h, E, μ – плотность, 

толщина, модуль нормальной упругости и коэффициент Пуассона льда, 

ζ – прогиб льда или возвышение поверхности лед-вода. Применяя для 

решения задачи комплексное преобразование Фурье по переменной х и 

удовлетворяя граничным условиям, получим с учетом кинематического 

условия (3.5) такое уравнение: 

  )exp()()(2 *0*222** tirfr
g

p
ruuir ttt 


 ,           (3.11) 

   rHrhrgrrDrr th)th1()(,1)()( 1
1

214
1

 , 

где *  и *f  – преобразование Фурье функций ζ и f. Решим уравнение 

(3.11) с начальными условиями 0**  t  при t = 0, вытекающими из 

кинематического соотношения (3.5) и предположения, что до начала 

действия давлений поток не возмущен 0)0,,(  zx , а поверхность лед-

вода горизонтальна 0)0,(  x . Тогда после применения теоремы обра-

щения получим 









 drirxrftrr
g

p
)exp()(),()(

22

1 *0 ,               (3.12) 

где ψ(r, t) определяется формулой (3.7), в которой τ(r) имеет вид (3.11). 

Отсюда, рассуждая так же, как и для интеграла (3.6), получим выраже-

ние (3.8), где 
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      (3.13) 

а ∆, ∆k, Mk определяются формулами (3.7), (3.9), (3.11). Здесь путь L 

идет вдоль действительной оси, обходя корни уравнения ∆1 = 0 по ма-

лым полуокружностям, на которых Re(i∆1) > 0, а корни уравнения 

∆2 = 0 – по полуокружностям, где Re(i∆2) > 0. Путь L1 обходит только 

точки, где ∆1 = 0, а путь L2 – только точки, где  ∆2 = 0. 

Число корней уравнений 0)(  rur  и 0)(  rur  опреде-

ляется частотой колебаний и скоростью потока [59, 61]. Это иллюстри-

руется рис. 3.4, 3.5, на которых приведены соответственно функции 

  1)(  rru ,   1)(  rru  при h = 1м, Н = 103м и значениях пара-

метров (1.15). Эти функции даны только для r > 0, так как при r < 0 кар-

тина симметрична относительно начала координат. 
 

 
          Рис. 3.4                                                 Рис. 3.5 

 

Для σ > σ0 уравнение 0)(  rur  имеет при любых скоростях потока 

только один отрицательный и только один положительный корни. Обо-

значим их при *
0   через 1r , 6r  и 1r , 4r , если 

u < *
4u  и u > *

4u  соответственно, а при σ > *
0  - через 4r , 1r . 

Здесь 

,,),(),(, 1
1

**
00

*
0101

*
010

*
00

 rururru  (3.14) 

r1 – положительный корень уравнения τ"(r) = 0, штрих означает произ-

водную по r. Причем α6 < r1 < α4, а для α1 справедлива оценка α1 < r1, ес-

ли σ0 < σ < *
0 . Если же σ > *

0 , то α1 < r1 при u > *
4u  и α1 > r1 при u < *

4u . 

Зависимость σ0 (сплошная линия) и u0 (штриховая линия) от толщины 
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ледяной пластины при Н=1100 м и значениях (1.15) показана на 

рис. 3.6, а при Н = 103, h = 1 м величины *
0 , σ0(с–1), и0(мс–1), r1(м–1) рав-

ны соответственно 0.57, 0.26, 9.52, 3.3∙10–2. 
 

 

Рис. 3.6 
 

Если σ < σ0, то корнями уравнения 01   будут 4, –1 для u > u1, 

4, 5, 6, –1 для u2<u<u1 и 6, –1 для u < u2. При этом 

0;2,1],)([ 161524
1   ku kkk ,  (3.15) 

1,2 – корень уравнения .0)()('  rrr  Кроме того для любых ско-

ростей потока 416  r , а 15 r , если *
02 uuu   и 15 r , если 

1
*
2 uuu  . 

Если задано и из области gHu  , то для любых σ уравнение 

∆1 = 0 имеет только один отрицательный r1 = –α1 и только один положи-

тельный 4r  корень. Для u < u0 корнями уравнения при σ < σ0 и при 

σ0 < σ < *
4  будут α6, –α1. На частотах σ > *

4  это уравнение при таком и 

имеет также два корня α4, –α1. Если и находится в пределах u0 < u < *
4u , 

то корнями уравнения ∆1 = 0 будут α4, –α1 при 10 , α6, –α1 на частотах 
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σ < σ9 и α4, α5, α6, –α1 для σ9 < σ < σ10. В случае gHuu *
4  рассматрива-

емое уравнение при σ < σ9 имеет три корня положительных α4, α5, α6 и 

один отрицательный –α1, а для σ > σ9 корнями будут только α4, –α1. Здесь 

,/)(,)(,)(, *
411102291

**
4  uuuur  (3.16) 

β – положительный корень уравнения 0)()(  rrr . 

Что касается уравнения 0)(  rur , то оно или вообще не име-

ет действительных корней, если 3uu  , или имеет для любого заданного 

σ два отрицательных корня 2r , 3r  в случае u > u3, где 

  0,)( 12334
1

333  u ,                (3.17) 

β3 – положительный корень уравнения 0)()(  rrr . При этом 

13 r , а для α2 справедливы оценки 12 r  и 12 r  при u3 < u < u5 и 

5uu   соответственно. Здесь ./)( 1
*
05 ru   

При фиксированных значениях u из области *
4uu   уравнение ∆2 = 0 

для любых σ не имеет действительных корней. В случае *
4uu   оно на 

частотах 11  также не имеет корней, а при 11  имеет два ,3r  

2r , где ).( 3311  u  

Анализ показал, что на частотах 

66005544 ),,(),,(),,(,   

выполняются соответственно неравенства 

3
*
03

*
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*
0213

*
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*
032 ,,,, uuuuuuuuuuuuuuuu  . 
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              (3.18) 

а на частотах 4 , 5 , 6  выполняются соответственно равенства 

3
*
0 uu  , 31 uu  , 3

*
0 uu  . Поэтому интегралы (3.13) вычислим для каждо-

го конкретного случая. Вычисление проведем методом контурного ин-

тегрирования с учетом расположения стационарных течек (корней 

уравнений 0)(  rMk ) относительно полюсов подынтегральных функ-

ций, имея в виду при этом, что условия ,0)Re( 1 i  0)Re( 2 i  выпол-

няются на контуре, обходящем точки 4r , 6r , 3r  в верхней, 

а точки 5r , 1r , 2r  в нижней полуплоскости. В результате 

получим, что незатухающее с расстоянием волновое движение на боль-

шом удалении от области приложения возмущений вниз )0( x  и вверх 

)0( x  по потоку формируется из волн вида 
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где верхний знак берется только при 1k . 

Затухающие колебания представляют собой волны, амплитуда ко-

торых для больших x  имеет порядок не ниже x1 . 

При заданном   число незатухающих волн определяется соотношением 

скорости потока и величин 1u , ,2u  3u , что иллюстрируется таблицей 3.4, в ко-

торой приведены номера k  возникающих волн k . Величина же *
0u  опреде-

ляет лишь характер волны, появляющейся вверх по потоку )0( x  при 

),( *
00  . Для *

0uu   это волна 6 , обусловлена главным образом грави-

тационными силами, а при *
0uu   – упругая волна 4 . 

                                                                      Таблица 3.4 

  u  0x  0x  

 

5  
1uu   

13 uuu   

32 uuu   

2uu   

1, 2 

1, 2, 5 

1, 5 

1 

3, 4 

3, 4, 6 

4, 6 

6 

 

05   
3uu   

31 uuu   

12 uuu   

2uu   

1, 2 

1 

1, 5 

1 

3, 4 

4 

4, 6 

6 
 

*
00   

0uu   

30 uuu   

3uu   

1 

1 

1, 2 

6 

4 

3, 4 

*
0  

3uu   

3uu   
1 

1, 2 

4 

3, 4 

 

Распределение )3,2,1( kuk  по частоте колебаний при 1h м, 

Н = 103м и значениях параметров (1.15) представлено на рис. 3.7, а их 

зависимость от толщины льда при 13.0  c  иллюстрируется рис. 3.8. 

Сплошные, штриховые и штрихпунктирные линии на этих рисунках ха-

рактеризуют 1u , ,2u  3u  соответственно, 0h  – толщина сплошного льда, 

при которой 011)(  urr . На каждом из рисунков 1u , ,2u  3u  образуют 
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по пять областей. Они помечены цифрами 1 – 5. Для заданных   и h  

при скоростях потока из областей 1 – 5 генерируются или все шесть 

волн k  (область 4), или четыре волны 1 , 4 , 5 , 6  (область 3), 1 , 2 , 

3 , 4  (область 5), или две волны (области 1, 2). Причем в области 2 ге-

нерируются 1 , 6 , а в области 1 – или 1 , 6 , если ),( *
00  , *

01 uu  , 

или 1 , 4  при ),( *
00  , ),( 3

*
0 uuu . 

 

         
Рис. 3.7                                               Рис. 3.8 

 

Отметим, что 
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а величина *
4u  при 1h м, Н = 103м и значениях (1.15) равна 14.2. 

Из таблицы 3.4 следует, что на достаточном удалении от области 

приложения возмущений вниз )0( x  и вверх )0( x  по потоку может 

генерироваться либо по одной, либо по две или по три незатухающих с 

расстоянием волны вида (3.19). Волны 1 , 2 , 5 , 6  гравитационные. 

Они генерируются также и в море при отсутствии льда [157]. Волны же 

3 , 4  чисто упругие, обусловленные упругими силами ледяного по-

крова. В случае битого льда )0( E  и в море со свободной поверхно-

стью они не возникают. Отметим, что 2 , 5 , 3  генерируются только в 

условиях потока. Передние фронты незатухающих волн 1 , 2 , 5  пе-

ремещаются вниз, а волны 3 , 4 , 6  - вверх по потоку от области при-

ложения возмущений соответственно со скоростями )61( kVk . Вол-



 

72 

ны 1 , 2 , 3  распространяются вниз, а волны 4 , 5 , 6  – вверх по по-

току с фазовыми скоростями )61(/  kkk . Длины k  волн k  

равны k /2 . При этом 21 VV  , 51 VV  , 34 VV  , 61 VV  , а соотношение 

между длинами генерируемых волн, а также их фазовыми скоростями 

определяются выражениями (3.15), (3.17). 

Для количественной оценки влияния скорости потока на генериру-

емые волны проводились численные расчеты при 1h м, Н = 103 м и 

значениях параметров (1.15). Результаты расчетов представлены на 

рис. 3.9 – 3.21. Дисперсионные зависимости, рассчитанные при скоро-

стях потока 0, 10, 18 м/c (кривые 1, 2, 3 соответственно) для волн k  

( k  = 1–6), показаны на рис. 3.9. Штриховые кривые характеризуют 1  с 

волновым числом 1 , а сплошные описывают волны )62(  kk , вол-

новые числа которых k  удовлетворяют неравенствам (3.15), (3.17). 

Точка на сплошной кривой с номером 1 отделяет волну 6  (слева от 

точки) от волны 4 , обусловленной упругими силами льда. 

 
Рис. 3.9 

 

Зависимость фазовых скоростей и функций )( k , характеризую-

щих фронтальные скорости, от частоты колебаний иллюстрируется 

рис. 3.10, 3.11 для волны 1  и рис. 3.12, 3.13 для волн k  )62( k . Но-

мера кривых 1–4 отвечают скоростям потока 0, 5, 10, 18 м/c. Сплошные, 

штрихпунктирные и точечные участки кривых на рис. 3.12, 3.13 харак-

теризуют волны 6 , 4 , 5 . Штриховой же участок кривой 4, взятый 

симметричным относительно начала координат на рис. 3.12 и симмет-

ричным относительно вертикальной оси на рис. 3.13, характеризует со-

ответственно 3,2  и )( 3,2 . Выпуклая часть штрихового участка линии 

4 рис. 3.12 относится к 2 , а вогнутая к 3 . Величина же )( 3  харак-
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теризуется значениями, лежащими выше звездочки на штриховом 

участке кривой 4, а )( 2  – ниже нее. Треугольник и квадраты на кри-

вых 3, 4 рис. 3.12 и звездочка на кривой 4 рис. 3.13 отвечают значениям, 

достигаемым соответственно на частотах 9 , 10 , 11 . На точечных 

участках кривых 3, 4 рис. 3.13 крайние левые значения принимаются 

при 9 , а крайние правые – при 10 . 
 

   
 

Рис. 3.10                                                      Рис. 3.11 
 

Видно, что фазовая скорость 1  как функция частоты колебаний 

имеет минимум при  u)( . Величина минимума растет с увеличе-

нием скорости потока. Минимум может иметь и )(4  . Он достигается 

при  u)( , а величина его уменьшается с ростом u . С увеличени-

ем   фазовые скорости 2 , 3 , 5  растут, а 6  убывают. 

Фронтальная скорость 1V  волны 1  с ростом   убывает, если   

и растет при  . Значения 1  и )( 1r , принимаемые на частоте 

11)( urr  , помечены точками на кривых рис. 3.10, 3.11. При   

фазовая и фронтальная скорости волны 1  существенно деформируются 

за счет упругих сил льда. Фронтальные скорости 2V , 3V , 6V  убывают, а 

4V  растет с частотой. Скорость же 5V  с увеличением   может убывать, 

как, например, при м/c18u , или иметь максимум при 11)( urr  . На 

этой частоте )( 5  принимает минимальное значение (кривая 3 

рис. 3.13). 

При фиксированной частоте колебаний увеличение скорости потока 

приводит к росту фазовых скоростей волн 1 , 2 , 5 , генерируемых вниз 

по потоку. Скорости же 3 , 4 , 6  волн, генерируемых вверх по потоку 

убывают при этом, что наглядно иллюстрируется рис. 3.14, 3.15, где 
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цифры 1 – 4 отвечают частоте колебаний 0.1, 0.2, 0.4, 0.8 с–1. Сплошные 

участки кривых на рис. 3.14 характеризуют 6 , штриховые – 1 , 

штрихпунктирные – 4 , а точечные – 5 . Фазовая скорость 2  волны 2  

описывается участками кривых 1 – 4 на рис. 3.15 сверху от точки, а 3  – 

снизу от нее. Отметим, что 


12 limlim
uu

, 0limlim 34 
 uu

. 

 

 
Рис. 3.12                                                Рис. 3.13 

 

 
Рис. 3.14                                             Рис. 3.15 

 

Распределение скорости переднего фронта волн )61(  kk  по скоро-

сти потока характеризуется рис. 3.16. На нем изображена зависимость от u  

величин )( kk   при тех же  , что и на рис. 3.14, 3.15. Сплошные, 

штриховые, штрихпунктирные и точечные участки кривых 1 – 4 относятся к 

тем же волнам, что и на рис. 3.14, а на линиях 5-8 значения сверху от точки 

представляют )( 3 , а снизу - )( 2 . Минимальные значения на кривых 

1 – 4 достигаются при   1
11)(  rru . Кроме того, 


)(lim k

u
 при 

k  = 3, 4, а gH
uu




)(lim)(lim 21 . Из данных на рис. 3.16 и формул 
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(3.19) для kV  следует, что фронтальные скорости волн )41(  kk  растут с 

увеличением скорости потока. Скорость 6V  переднего фронта волны 6  

убывает при этом, а 5V  сначала растет, а затем убывает. 

 
Рис. 3.16 

 

Расчеты амплитуд генерируемых волн )61(  kk  проводились 

для функции 










bx

bx
xf

,0

,1
)(                                       (3.21) 

при 2103b м. Они обозначены через kA  и представлены на рис. 3.17 –

3.21. Распределение 1A  по частоте колебаний дано с точностью до множи-

теля gp /0  на рис. 3.17 при скоростях потока 0, 13, 18 м/c. Таким значе-

ниям u  соответствуют здесь сплошная, штрихпунктирная и штриховая 

линии. Зависимость kA  от   при 62k  представлена на рис. 3.18, а для 

18u  м/с и рис. 3.18, б для 13u  м/c. На этих рисунках линии с двойным 

пунктиром, точечные, сплошные, штриховые и штрихпунктирные харак-

теризуют соответственно kA , 62k . Зависимость )(kA  при 6,4,3k  

дана с точностью до множителя gp  /0 , а ,2A  5A  – с точностью до 

множителя gp /0 . При этом надо иметь в виду, что )(2 A  и )(3 A  при-

ведены для )0,( 11 , а )()( 22  AA , )()( 33  AA . 

 
Рис. 3.17 
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Рис. 3.18 

 

 
Рис. 3.19                                                 Рис. 3.20 

 

Анализ показывает, что при отсутствии потока генерируются толь-

ко волны 1 , 6 , для которых )()( 61  AA . В случае 13u м/c возни-

кают волны 1  4  5 , 6 . Если же 18u м/с, то кроме этих волн появ-

ляются еще две волны 2  3 . С увеличением скорости потока не только 

уменьшается вертикальный размах колебаний )(1 A , но уменьшается и 

число экстремальных значений этой функции. Из амплитуд волн 4  5 , 

6 , генерируемых при ),( 109  , наибольший размах вертикальных 

колебаний имеет )(5 A . Сравнивая аналогично 2A  и 3A , видим преоб-

ладание 2A . Преобладание 2A  над 3A  прослеживается и в распределе-

нии их по скорости потока при фиксированной частоте колебаний. Это 

видно на рис. 3.19, где сплошная линия относится к 2 , а штриховая – к 

3  при  0.1с–1. Для этой же частоты распределение )64,1( kAk  по 
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u  дано на рис. 3.20, где )(1 uA  нанесена линией с двойным пунктиром, а 

другие обозначения те же, что и на рис. 3.18, б. Здесь так же прослежи-

вается возможность преимущественного вклада волны 5  в волновое 

движение. Наименьшее вертикальное смещение наблюдается у функции 

)(4 A . Однако на тех частотах колебаний, когда 5 , 6  не возникают, 

волна 4  может иметь большую амплитуду, чем волна 1  в аналогич-

ных условиях. Это иллюстрируется рис. 3.21 для частот 0.4, 0.5, 0.8 с–1, 

которым отвечают цифры 1, 2, 3. Сплошные линии характеризуют 

)(4 uA , а линии с двойным пунктиром – )(1 uA . Причем )()( 11 uAuA  . 
 

 
Рис. 3.21 

 

3.3. Возбуждение волн независящими от времени давлениями 

при ледовом сжатии 

 

Проведем теперь анализ влияния ледового сжатия на процесс раз-

вития волнового возмущения, генерируемого в потоке однородной не-

сжимаемой жидкости постоянной глубины H  независящими от време-

ни давлениями 

)(0 xfpp                                              (3.22) 

Давления прикладываются начиная с момента времени 0t  к поверх-

ности ледяного покрова, плывущего вместе с потоком жидкости со ско-

ростью u  в положительном направлении оси x . До начала действия 

давлений поверхность лед-вода горизонтальна, а поток жидкости не 

возмущен. Считая движение жидкости потенциальным, а возмущения 

малыми, определим потенциал   волнового возмущения из уравнения 

(3.2). На дне удовлетворим условию 0z , а за граничные условия на 

невозмущенной поверхности лед-вода ( 0z ) примем уравнение коле-

баний ледяной пластины. С учетом сил ледового сжатия оно имеет вид 

g
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gx
u
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x
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2

14

4

1 .              (3.23) 

Здесь )/(1 gQQ  , Q  – усилие сжатия, приходящееся на единицу ши-

рины ледяной пластины, а все другие обозначения те же, что и в (3.10). 
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После применения к уравнению (3.2) и граничным условиям ком-

плексного преобразования Фурье по переменной x  получим с учетом 

кинематического условия (3.5) для определения трансформанты Фурье 

),(* tr  функции ),( tx  уравнение 

  )(2 *0*222** rf
g

p
ruiurtt 


 ,                    (3.24) 

  4
1

2
1

1
1

21
1)(,th)th1()(,)()()( rDrQrlrHrHrgrgrrlrr    

с начальными условиями 0)0,()0,( **  rrt . Решив это уравнение и 

применив затем теорему обращения, найдем для вида возвышения по-

верхности лед-вода интегральное представление (3.12), где 

21

21

112
),(












itit
eetr ,                        (3.25) 

 urur 2121 ,, . 

Вычисление интеграла (3.12), (3.25) проведем при условии 11 2 DQ  , 

необходимом для устойчивости ледяной пластины. Перепишем (3.12), 

(3.25) в виде (3.8), где 

)2,1()exp()(
)(

)( * 



  kdrMxirf

rl

r
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L k
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,                (3.26) 
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  xtxrrurM k
k /,sign)()1(  . 

Здесь путь 1L  обходит только точки, где 01  , а путь 2L  – только точ-

ки, где 02  , что обеспечивает стремление к нулю 1  и 2  при t  

для любого фиксированного x . Уравнения 01  , 02   при 

120 DQ   либо вообще не имеют действительных корней, если 

*
4uu  , либо имеют только по одному или по два корня. По одному кор-

ню 1r  и 1r  эти уравнения имеют в случае 1uu  . Если же 

1
*
4 uuu  , то корнями уравнений 01   и 02   будут 1r , 2r  и 

1r , 2r  соответственно. Здесь gHu 1 ,  /)(*
4u , 

012  ,   - положительный корень уравнения 0)()(  rrr . Рас-

пределение корней 1 , 2  по скорости потока для 1h м, Н = 103 м и 

значений параметров (1.15) иллюстрируется рис. 3.22, на котором изоб-

ражена при 0r  функция rru /)( , характеризующая дисперсионную 

зависимость для рассматриваемых уравнений. На этом рисунке сплош-

ные кривые по порядку сверху вниз от штриховой, иллюстрирующей 
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случай отсутствия сил ледового сжатия )0( Q , отвечают 1Q , равным 

1D , 18.1 D . Им соответствуют сжимающие усилия 1.68∙106, 

3.03∙106 Н/м. Причем 1
0

lim uu
r




, а 


u
r 0
lim . Кружками на кривых отме-

чены значения, принимаемые в точках с координатами r , *
4uu  . 

Участки кривых слева от кружков характеризуют 1 , а справа 2 . 

Видно, что  10 , а  2 . Кроме этих неравенств для 1  и 2  

справедливы оценки 110 r ,  21r , если 01 QQ  . В случае 

110 2 DQQ  при 1uuu  , 
  uuu ,  uuu*

4  получим соответ-

ственно 110 m , 211 mm  , 21 m , а 22 m  при скорости пото-

ка *
4uu  . Здесь )( 000 rQ  , 0r  и 1r  – положительные корни уравнений 

0)(0  r  и 0)(   r  соответственно, 1m  и 2m  – положительные корни 

уравнения 0)(  r , а 
 

        21
212

4
11

4
10 2)(4)(1 

 rrrrrDrrD ,      (3.27) 

rHrHrH 2
1 chth  ,   rHrHrg thth1 12  , 

11 /)( mmu  , 22 /)( mmu  , *
41 uuuu  

 , 12 mm  . 
 

Величина 0Q  определяется главным образом цилиндрической жестко-

стью и толщиной пластины, что иллюстрируется рис. 2.14. На нем  дана 

зависимость 0Q  от h (м) при значениях (1.15), Н = 103 м и E (Н/м2), рав-

ном 1∙108, 5∙108, 1∙109, 3∙109, 9∙109. Таким величинам модуля нормальной 

упругости на рисунке соответствуют кривые по порядку снизу вверх. 

Разница в оценках корней 1  и 2  для 01 QQ   и 10 2 DQQ   объяс-

няется существенным влиянием сжимающего усилия на поведение функции 

)(r , что показано на рис. 3.23. На этом рисунке сплошные кривые по поряд-

ку сверху вниз от штриховой, отвечающей 01 Q , приведены при 1h  м и 

значениях (3.7) для 1Q , равных 1D , 15,1 D , 18,1 D . Кроме того, функция 

)(r  характеризует и распределение 1 , 2  по скорости потока и зависи-

мость их от величины 1Q . Причем 1  и 2  определяются здесь как точки пе-

ресечения )(r  с прямой, проходящей через начало координат и имеющей уг-

ловой коэффициент, равный скорости потока. Угловой коэффициент такой 

прямой, касающейся заданной кривой )(r  сверху, представляет собой 1u , а 

касающейся ее снизу – *
4u . 
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Из выражений для 1u  и *
4u  и данных на рис. 3.22, 3.23 следует, что 

1u  не зависит от 1Q , а *
4u  уменьшается до нуля с ростом величины сжи-

мающего усилия в рассматриваемых пределах. 

 
 

Рис. 3.22                                              Рис. 3.23 
 

Проведем вычисление интегралов (3.26) для четной функции )(xf  

методом контурного интегрирования с учетом положения стационарных 

точек (корней уравнений 0)(2,1  rM ) относительно полюсов подынте-

гральных функций, имея в виду при этом, что 0)Re( 1 i , 0)Re( 2 i  на 

контуре, обходящем точки 1r  в нижней, а точки 2r  в верхней 

полуплоскостях. 

В результате получим, что в случае 1
*
4 uuu   незатухающее волно-

вое движение генерируется как вверх )0( x , так и вниз )0( x  по потоку 

от области приложения возмущений (3.22). При этом вниз по потоку 
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а вверх по потоку )0( x  
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)( 11  uV , uV  )( 22 . 

Причем 0)( 1  , если 0QQ  . Неравенство 0)( 1   выполняется и в 

случае 110 2 DQQ   при скоростях потока 1uuu   и  uuu*
4 . 
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Если же 110 2 DQQ  , 
  uuu  то 0)( 1  . Величина )( 2  все-

гда положительна. Это видно на рис. 3.24, где представлено распреде-

ление )(  по скорости потока при 1h м, Н = 103м и значениях (1.15). 

Штриховая кривая, как и на рис. 3.22, 3.23, иллюстрирует здесь случай 

01 Q , а сплошные с номерами 1, 2 соответствуют сжимающим усили-

ям 1.68∙106 и 3.03∙106 Н/м. Участки кривых сверху от кружков характе-

ризуют )( 2 , а другие участки относятся к )( 1 . На оси u  кружком 

отмечена величина 1u , а прямоугольником и треугольником величина 
u  и u  при 11 8.1 DQ  . Значения же )( , отмеченные кружками на 

кривых, принимаются при *
4uu  . 

 

 
 

Рис. 3.24 
 

Формулы (3.28), (3.29) показывают, что вверх и вниз по потоку ге-

нерируется по одной незатухающей волне. Их передние фронты удаля-

ются от области приложения возмущений со скоростью 1V  и 2V , а длины 

волн равны 11 /2  , 22 /2   соответственно. Зависимость 1V  и 

2V  от u  характеризуется рис. 3.24, а распределение длин генерируемых 

волн по скорости потока иллюстрируется рис. 3.22 и дисперсионной за-

висимостью, представленной на рис. 3.23. Из данных на рис. 3.22, 3.23 

следует, что с увеличением скорости потока величина 2  уменьшается, 

а 1  растет. Причем  /20 2 ,  1/2 , если u  изменяется в 

соответствующих для каждой из волн пределах. Влияние ледового сжа-

тия на   особенно существенно проявляется при условии 

110 2 DQQ  , если скорость потока изменяется в пределах  uuu*
4 . 

Здесь u (м/c) при h 1м, Н = 103 м и значениях (1.15) равно 13.2 для 

11 8.1 DQ   и 11.1 в случае 11 5.1 DQ  . С ростом величины сжимаю-

щего усилия длина 1  волны 1  увеличивается при заданном u , а длина 



 

82 

2  волны 2  уменьшается. Что касается скоростей передних фронтов 

волн 1  и 2 , то большим сжимающим усилиям при фиксированных 

скоростях потока отвечают и большие значения 1V , 2V . 

Если 1uu  , то незатухающие волны возникают только в области 

0x , а вид  , определяемый формулой (3.29), формируется только под 

воздействием волны 2 . 

При скоростях потока *
4uu   незатухающие волны не возникают ни 

вверх, ни вниз по потоку. 

Отметим, что волна 2  обусловлена исключительно упругими си-

лами ледяного покрова и в море со свободной поверхностью или по-

крытом битым льдом не генерируется. Таким образом, незатухающие 

колебания ледяного покрова в условиях ледового сжатия вызываются 

возмущениями (3.22) при меньших скоростях потока, чем в случае от-

сутствия сил сжатия. При этом деформация элементов волн, обуслов-

ленных как гравитационными, так и упругими силами, может быть су-

щественной за счет сжимающих усилий. 

В случае растягивающих усилий волновое движение, генерируемое 

возмущениями (3.22), описывается теми же формулами, что и в услови-

ях ледового сжатия при 01 QQ  . Отличие состоит лишь в том, что 
4

1
2

11)( rDrQrl  .Распределение корней 1 , 2  по скорости потока в 

этом случае иллюстрируется сплошными кривыми, расположенными на 

рис. 3.22 и рис. 3.23 сверху от штриховой. Эти кривые по порядку снизу 

вверх отвечают растягивающим усилиям 1.68∙106, 3.03∙106 Н/м. Распре-

деление )(  по скорости потока, представленное кривыми 3 и 4 на 

рис. 3.24, характеризует скорости переднего фронта возникающих волн 

при наличии растягивающих усилий 1.68∙106 и 3.03∙106 Н/м. Видно, что 

растягивающие усилия приводят к увеличению длины упругой волны 

2 . Длина волны 1  уменьшается при этом. С ростом величины растя-

гивающего усилия растет и *
4u . Следовательно, в случае растягивающих 

усилий незатухающие волны начинают генерироваться давлениями 

(3.22) при большей скорости потока, чем в случае сжимающих. Боль-

шему растягивающему усилию соответствует меньшее значение скоро-

сти переднего фронта упругой волны 2 . Значения же 1V  растет с 

уменьшением величины растягивающего усилия. 

При отсутствии течений точно такие же волны генерируются дви-

жущейся со скоростью u  областью атмосферных возмущений 

[148, 149]. Это справедливо как при наличии растягивающих усилий, 

так и в условиях ледового сжатия. Причем волна 2  возникает только 

перед областью движущихся возмущений )0( x , а волна 1  – за ней 
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)0( x . В этом случае *
4u  является резонансной скоростью перемещения 

атмосферных возмущений. Ей соответствует кратный полюс подынте-

гральной функции в (3.26), что и обусловливает явления резонанса. Ре-

зонансными же явлениями можно объяснить некоторые случаи взламы-

вания ледяного покрова, в том числе и берегового припая. При h 1 м, 

Н = 103 м и значениях параметров (1.15) без учета ледового сжатии 
1-мс57.14*

4 u . Эта величина, отмеченная точкой на штриховой кривой 

рис. 3.22, согласуется с полученной по осредненным данным наблюде-

ний в Чукотском море [135] наиболее вероятной для разлома припая 

скоростью ветра 1-мс15u . Средняя толщина припая во время этих 

наблюдений также составляла около 1 м. Ледовое сжатие уменьшает, а 

растяжение увеличивает значение резонансной скорости (рис. 3.22). 

Следовательно, разлом льда в условиях ледового сжатия (растяжения) 

возможен при меньших (больших) скоростях перемещения атмосфер-

ных возмущений по сравнению со случаем отсутствия сил ледового 

сжатии. Количественная оценка этого влияния следует и из табл. 3.5, 

где представлены результаты численных расчетов )(*
4

1-мсu  для значе-

ний модуля нормальной упругости 9∙109, 8.2∙109, 5∙109Нм-2 и соответ-

ствующих им толщин льда 4.5, 0.8, 2 м, наблюденных на дрейфующей 

станции СП-20 в феврале )1( n  1971 г., на Ладожском озере в марте 

)2( n  1972 г. [131] и в Антарктике )3( n  в 1965 г. [133]. Верхняя 

строка отвечает растяжению, а нижняя – сжатию. Для таких же значе-

ний модуля упругости и толщины льда в табл. 3.6 приведена величина 

 /2  (м), представляющая собою верхнюю границу длин генерируемых 

упругих волн и нижнюю границу для волн гравитационных. 

 Таблица 3.5 

 

 Таблица 3.6 

1Q  0 1D  15.1 D  18.1 D  

1 
418 
418 

481 
369 

521 
348 

523 
330 

2 
114 
114 

134 
99 

142 
94 

146 
91 

3 
226 
226 

232 
175 

251 
165 

253 
161 

1Q  0 1D  15.1 D  18.1 D  

1 29.31 
29.31 

34.84 
21.34 

37.08 
15.31 

38.32 
9.82 

2 15.30 
15.30 

18.16 
11.15 

19.32 
8.00 

19.95 
5.11 

3 20.12 
20.12 

23.91 
14.65 

25.45 
10.51 

26.29 
6.71 

n 

n 
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3.4. Волны от периодических возмущений в условиях продольного  

растяжения 
 

Пусть к поверхности ледяного покрова, плывущего вместе с пото-

ком идеальной несжимаемой жидкости и испытывающего продольное 

растяжение, прикладываются с момента времени 0t  периодические 

давления вида (3.1). Изучим влияние растягивающих усилий на разви-

тие волнового возмущения, считая, что движение жидкости потенци-

ально, а в начальный момент времени поток не возмущен и поверхность 

лед-вода горизонтальна [24]. Задача заключается в решении уравнения 

(3.2) с граничными 0z  при Hz  , 

g

p

gx
u

t
F

x
Q

x
D




























 1
12

2

4

4

1 при 0z  

и начальными (3.4) условиями. Здесь )/(1 gQQ  , Q  – растягивающее 

усилие, приходящееся на единицу ширины ледяной пластину,   – воз-

вышение поверхности лед-вода (прогиб льда), u  – скорость невозму-

щенного потока, 1D , F , 1  определяются по формулам (3.10). После 

применения комплексного преобразования Фурье по x  и удовлетворе-

ния граничных условий с учетом (3.5) придем к обыкновенному диффе-

ренциальному уравнению второго порядка (3.11), где следует положить 

  ,)()()( 2
1

rlrr     rHrHgrgr thth1)(
1

1


 , 
4

1
2

11)( rDrQrl  .                                        (3.30) 

Из этого уравнения, после удовлетворения начальных условий и приме-

нения теоремы обращения, получим для   выражения (3.12), (3.7), 

(3.30). Запишем это интегральное представление в виде (3.8), заменив 

k )2,1( k  и   на 
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L





  ,                    (3.31) 

  xtxrrurM k
k /,sign)()1(  . 

Здесь L  идет по действительной оси, обходя корни уравнений 01  , 

02   по полуокружностям, где 0)Re( 1 i , 0)Re( 2 i  соответствен-

но, 1L  обходит только точки, где 01  , а 2L  – точки, где 02  . Рас-

пределение корней этих уравнений по частоте и скорости потока каче-

ственно такое же, что и при отсутствии [171] растягивающих усилий 

)0( Q . Оно описано в разделе 3.2. Все выведенные там формулы и оцен-
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ки для корней kr   )61( k  справедливы и в случае продольного рас-

тяжения. Продольное растяжение не приводит к появлению новых корней, 

а только меняет их значения и деформирует область их нахождения. Для 

0)(  rur  это хорошо видно из рис. 3.25, где изображена функция 

  1)(  rru . Сплошные линии здесь отвечают 01 Q , а штриховые 

11 8.1 DQ  , соответствующему растягивающему усилию 3.03∙106 Н/м. 

Представленные здесь и дальше в этом параграфе результаты численных 

расчетов проведены для 1h  м, Н = 103 м и значений (1.15). 

 

 
 

Рис. 3.25                                                  Рис. 3.26 

Функция   1)(  rru , характеризующая распределение корней 

уравнения 0)(  rur , изображена при 11 8.1 DQ   на рис. 3.26. 

Сопоставление данных из рис. 3.26 с аналогичной зависимостью на 

рис. 3.4 при 01 Q , а также сплошных кривых со штриховыми на 

рис. 3.26 показывает, что увеличение растягивающего усилия приводит 

к изменению значений 1u , 2u , 3u , определяемых по формулам (3.15), 

(3.17) и характеризующих распределение корней рассматриваемых 

уравнений. Зависимость распределения ku )3,2,1( k  по   от величины 

1Q  иллюстрируется рис. 3.27, где сплошными линиями представлено 1u , 

а штриховыми и штрихпунктирными – 3u  и 2u . Номера 1, 2 соответ-

ствуют растягивающим усилиям 0, 3.03∙106 Н/м. Точками на оси   по-

мечены соответствующие значения 0 , определяемые формулой (3.14). 

Видно, что рост 1Q  приводит к увеличению ku )3,2,1( k . Меняются 

при изменении 1Q  и значения *
0 , )( 1

0
 c , )см( -1

0 u , )м( -1
1r . Они равны 

0.57, 0.26, 9.52, 3.3∙10-2 для 01 Q , 0.52, 0.21, 12.49, 2.5∙10–2 для 

11 DQ   и 0.46, 0.17, 14.2, 2∙10–2 при 11 8.1 DQ  . Величина 4u  
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(см.формулу (3.16)) также растет с увеличением растягивающего уси-

лия. В частности, для усилий 0; 1.68∙10–6, 3.03∙10–6 Н/м она равна 14.2, 

16.8, 18.4 м/с. 

Таким образом, учет продольного растяжения не приводит к появле-

нию новых корней уравнений 01  , 02  , а следовательно, и к появле-

нию новых волн по сравнению со случаем отсутствия растягивающих 

усилий ( 01 Q ). Вычислив (3.31), найдем, что незатухающее с расстояни-

ем волновое движение на большом удалении от области приложения дав-

лений (3.1) вниз )0( x  и вверх )0( x  по потоку, как и в случае 01 Q , 

формируется из волн вида (3.19). Число возникающих волн и их распреде-

ление по частоте колебаний и скорости потока такое же, как и в табл. 3.4, 

где выписаны номера k  генерируемых при 0Q  волн k . Волны 1 , 2 , 

5 , 6  гравитационные, а 3 , 4  чисто упругие. Направление перемеще-

ния каждой из волн и их передних фронтов то же, что и при 01 Q . 
 

 
Рис. 3.27 

 

Дисперсионные кривые для волн k  )62( k  приведены на 

рис. 3.28, а, а для 1  – на рис. 3.28, б. Сплошные кривые отвечают 

11 8.1 DQ  , а штриховые – 11 DQ  . Цифры 1, 2, 3 соответствуют 

скоростям потоку 0, 10, 18 м/c. Эти зависимости позволяют оценить 

влияние продольного растяжения на длины kk  /2 и фазовые ско-

рости kk  /  волн. Влияние величины растягивающего усилия на 

распределение фазовых и фронтальных скоростей по частоте колебаний 

иллюстрируется рис. 3.29–3.31, где номера кривых 1 – 4 отвечают ско-
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ростям потока 0, 5, 10, 16 м/с при 01 Q , а номера 5 – 8 – этим же u  при 

11 8.1 DQ  . Зависимость 1  и 11)(    от   показана на рис. 3.29. 
 

    
                      Рис. 3.28                                                Рис. 3.29 
 

При 0  величины 1  и 1  стремятся к gH , а их пределы при 

  равны  для любого u  и 1Q . Минимальное значение )( 1 , до-

стигаемое при 11)( urr  , практически не меняется с изменением 

скорости потока, а определяется растягивающим усилием. Величина 

минимума функции )(1  , принимаемая на частоте  u)( , растет 

как с увеличением 1Q , так и скорости потока. Положение же минималь-

ных значений 1  и 1  с ростом 1Q  (или u ) смещается в сторону меньших 

(или больших) частот. При фиксированном u  продольное растяжение 

может приводить как к увеличению, так и к уменьшению скорости пе-

реднего фронта волны 1 , что определяется частотой колебания. Фазо-

вая скорость 1  растет с увеличением 1Q . Распределение фазовых k  и фрон-

тальных kV  скоростей волн k  )62( k  характеризуется рис. 3.30, 3.31. 

На кривых 1, 2, 5, 6, 7 кружками помечены значения k  и )( kk  , 

принимаемые на соответствующих частотах *
4 . Треугольники и квад-

раты на кривых 3, 4, 8 рис. 3.30 отвечают значениям  , равным 9 , 10  

(см. формулу (3.16)), а звездочка на штриховом участке линии 4 

рис. 3.31 – частоте )( 3311  u . Напомним, что 3  – положительный 

корень уравнения 0)(  rr . На точечных участках кривых 3, 4, 8 

рис. 3.31 крайние левые значения принимаются при 9 , а крайние 
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правые – при 10 . Сплошные участки кривых 1 – 8 характеризуют 

волну 6 , точечные – волну 5 , а штрихпунктирные – 4 . Волны 2 , 3  

характеризуются штриховыми участками кривых 4. Причем к 2  относит-

ся выпуклая часть штрихового участка линии 4, а к 3  – вогнутая. 

Величина же 3  определяется штриховым участком кривой 4, ле-

жащим сверху от звездочки, а 2  – снизу от нее. По данным на рис. 3.30, 

3.31 можно заключить, что при фиксированных   и u  фазовые скорости 

3 , 4 , 6  растут, а 2 , 5  уменьшаются с увеличением растягивающе-

го усилия. Величины 5V , 2V , 3V , 4V  убывают при этом, а 6V  растет. 
 

 
Рис. 3.30                                      Рис. 3.31 

 

Амплитуды kA  волн k  )61( k  вычислялись для функции (3.21). 

Их распределение по частоте колебаний приведено на рис. 3.32, 3.33 с 

точностью до множителя )/(0 gp  . На рис. 3.32 сплошные, штриховые и 

штрихпунктирные кривые отвечают растягивающим усилиям 0; 

1.68∙106; 3.03∙106 Н/м при скорости потока 18 м/с (рис. 3.32, а) и 10 м/с 

(рис. 3.32, б). Зависимость )(kA  при 62k  показана на рис. 3.33, а, б 

соответственно линиям с двойным пунктиром, точечными, сплошными, 

штрихпунктирными и штриховыми. Величины 2A  и 3A  даны для 

]0,( 11 . Причем ),()( 22  AA  )()( 33  AA . Здесь рис. а, б от-

вечают растягивающим усилиям 1.68∙106; 3.03∙106 Н/м при скорости по-

тока 18 м/с, а рис. в, г – этим же усилиям при скорости потока 10 м/c. 

Треугольники на оси   рис. 3.33, в, г характеризуют частоту, отде-

ляющую волну 6  (слева от треугольника) от 4 . Можно заключить, что 

при фиксированной скорости потока увеличение растягивающего уси-

лия приводит к уменьшению вертикального размаха колебаний функ-

ции )(1 A  и смещению ее экстремальных значений в сторону больших 

частот. Увеличивается при этом и расстояние между нулями функции 
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)(1 A , характеризующей амплитуду волны 1 , генерируемой при любых 

скоростях потока. 
 

 
Рис.3.32 

 

 

Рис. 3.33 
 

При одинаковых скоростях потока разным величинам Q  отвечают 

не только разные амплитуды соответствующих волн, но и разное число 

генерируемых волн. Кроме волны 1  может возникнуть еще пять 
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)62( k , три ( )64 k , одна ( 4k  или 6k ) волны k . Из волн 4 , 

5 , 6  наибольший вклад может давать 5 . Амплитуды волн 6  и 5  на 

частоте 10  обращаются в бесконечность. Бесконечно большое зна-

чение 5A  может принимать и при )( 1099  . Для амплитуд 2A  и 

3A  резонансной частотой является 11 . 

Таким образом, продольное растяжение не только деформирует 

элементы волн, но может при соответствующих значениях u  приводить 

и к принципиальному изменению характера волнового движения, фор-

мируемого из двух, четырех или шести волн. С увеличением растягива-

ющего усилия сужается область значений частоты колебаний и скоро-

сти потока, при которых генерируются все шесть волн вида (3.19). 

Напомним, что волны k  генерируются при таких  , u , Q , при которых 

уравнения 0)(  rur , 0)(  rur  имеют действительные кор-

ни k  с соответствующим индексом k . 

 

3.5. Влияние ледового сжатия на волны от периодических  

поверхностных давлений 

 

Проведем теперь анализ влияния ледового сжатия на волновое воз-

мущение, генерируемое периодическими по времени давлениями (3.1). 

Давления прикладываются к поверхности ледяного покрова, плывущего 

на потоке идеальной несжимаемой жидкости с постоянной по глубине 

скоростью u  в положительном направлении оси x , начиная с момента 

времени 0t . До начала действия давлений ледяная пластина (поверх-

ность лед-вода) горизонтальна, а поток жидкости не возмущен. Задача 

сводиться к решению уравнения Лапласа (3.2) с граничными и началь-

ными условиями 

g

p

gx
u

t
F

x
Q

x
D





























 1
12

2

14

4

1    при 0z , 

      00,0,,,0,,  xzxtHxz . 

Здесь   0/1  gQQ  – усилие сжатия, приходящееся на единицу ши-

рины ледяной пластины, 1D , 1 , F  определяются по формулам (3.10),   

и   связаны кинематическим условием xzt u . 

Методом интегральных преобразований задача сводится к вычис-

лению интегралов 
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11)( rDrQrl  , 21 , )(2,1 rur   , 

)(* rf  – преобразование Фурье функции )(xf , контуры интегрирования 

L , 1L , 2L  совпадают с действительной осью всюду, кроме окрестностей 

полюсов подынтегральных функций, представляющих собою веще-

ственные корни уравнений 01  , 02  . Корни уравнения 01   об-

ходятся по полуокружностям, на которых 0)Re( 1 i , а корни уравне-

ния 02   – по полуокружностям, где 0)Re( 2 i . Путь 1L  обходит 

только точки, где 01  , а путь 2L  - только точки, где 02  . При 

условии 11 2 DQ   такой обход полюсов обеспечивает затухание инте-

гралов 2,1  с течением времени для любого фиксированного x . 

Число полюсов подынтегральных функций, а следовательно, и ха-

рактер волнового движения определяется частотой колебаний, величи-

ной сжимающего усилия и скоростью потока. При толщине льда 1h м, 

Н = 103м и значениях (1.15), отвечающих натурному льду, это иллюстри-

руется рис. 3.34, 3.35. На рис. 3.34 изображена функция   1)(  rru , а на 

рис. 3.35 – функция   1)(  rru , характеризующие соответственно 

распределение корней уравнений 01   и 02  . Эти функции даны 

только в области 0r , так как при 0r  картина симметричная относи-

тельно начала координат. Сплошным, штриховым и штрихпунктирным 

кривым на рис. 3.34, 3.35 отвечают 1Q , равные 0, 1D , 18/1 D , кото-

рым соответствуют при принятых значения параметров сжимающие 

усилия 0, 1.68∙106, 3.03∙106 Н/м. Кривые с номерами 1–3 на рис. 3.34 от-

вечают частотам колебаний )( 1 c , равным 0.2, 0.5, 0.8. 

Пусть )( 0001 rQQ  , где 0r  – единственный положительный ко-

рень уравнения 0)(0  r , )(0 r  определяется формулой (3.27), а зави-

симость 0Q  от толщины льда и модуля нормальной упругости показана 

на рис. 2.14. При таких условиях (сплошные и штриховые кривые на 

рис. 3.34, 3.35) уравнение 

0)(  rur ,                                        (3.32) 
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для 0  (кривые 2, 3 на рис. 3.34) имеет при любых скоростях потока 

только один отрицательный и только один положительный корни. Как и 

при отсутствии сил ледового сжатия (раздел 3.2), обозначим их при 
*
00   через 1r , 6r  и 1r , 4r , если *

0uu   и *
0uu   

соответственно, а при  0  – через 4r , 1r . Причем 416  r , а 

для 1  справедлива оценка 11 r , если *
00  . Если же *

0  то 

11 r  при *
0uu   и 11 r  для *

0uu  . Кроме того, 16   на частотах 
*
00  . Здесь )м( -1

1r  - корень уравнения 0)(''  r , а 0 , )( 1*
0

 c , 0u , 

м/c)(*
0u  определяются формулами (3.14). Эти величины при значениях 

параметров, отвечающих рис. 3.34, равны 3.3∙10–2, 0.57, 0.26, 9.52, если 

01 Q  и 4.4∙10–2, 0.56, 0.36, 4.34 для 11 DQ  . При отсутствии сжима-

ющего усилия [171] зависимость 0  и 0u  от толщины ледяной пластины 

приведена на рис. 3.6 (см. раздел 3.2). 

Если 0  (линии 1 на рис. 3.34), то корнями уравнения (3.32) бу-

дут 4 , 1  для 1uu  ; 4 , 5 , 6 , 1  для 12 uuu   и 6 , 1  для 

2uu  . При этом 

  ,)(

,0,)(,)(

1
1

161524212111





rrc

cucu
      (3.33) 

где 1  и 2  - корни уравнения 10)(  rc . Кроме того, для любых скоро-

стей потока 416  r , а 15 r , если 1
*
0 uuu   и 15 r , если 

*
02 uuu  . 

 
Рис. 3.34 
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Пусть теперь 110 2 DQQ  . Этому условию удовлетворяют зна-

чения 1Q , отвечающие штрихпунктирным кривым на рис. 3.34, 3.35. 

При таком условии )( 10 ru  , а уравнение (3.32) может иметь два, че-

тыре или шесть действительных корней, что определяется скоростью 

потока, а также соотношением частоты колебаний и значений 

   1
21211232211 )()(),(),(


 mm  

,132     4
1

1210


 Dmm . 

 
Рис. 3.35                                                             Рис. 3.36 

 

Здесь 3  – частота, при которой 21 uu  ; 1m  и 2m  – точки экстрему-

мов функции )(r , имеющей при 1mr   локальный максимум, а при 

2mr   – локальный минимум. При 11 8.1 DQ   и 11 5.1 DQ   это пока-

зано двумя нижними кривыми на рис. 3.23. Если 10 QQ  , то 
*
021  . С увеличением 1Q  от 0Q  до 12 D  значение 2  уменьша-

ется от *
0  до значения )(r  в корне 1mr   уравнения 0)(  r , получен-

ном для 11 2 DQ  . Величины 0 , *
0 , 1 , 2 , )( 1

3
 c , м/c)(0u , )(1

1-мr  

при 11 8.1 DQ   и значениях параметров, отвечающих рис. 3.35, равны 

соответственно 0.69, 0.41, 0.48, 0.35, 0.44, 5.4, 5.8∙10–2. Отметим, что при 

таких же значениях параметров выполнены все последующие в этом па-

раграфе численные расчеты. Для определения 1m  и 2m  в коротковолно-

вом приближении )1th( rH  получим уравнение 

013254 2
1

3
11

4
1

5
11  rQrgDrDrgD , 

имеющее только два положительных корня. Напомним, что при условии 

01 QQ   у функции )(r  нет экстремумов в областях 0r , 0r , где ее 
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вид качественно такой же, как и при растягивающих усилиях или при 

отсутствии сил ледового сжатия. 

При выполнении условия 110 2 DQQ   для частот 2  спра-

ведливо неравенство 21 uu  , а уравнение (3.32) имеет такие же корни, 

как и на частотах 0  в случае 01 QQ  . Кроме соотношений (3.33) 

для 5  верны оценки 15 m , 251 mm  , 25 m  соответственно при 

14 uuu  , 45 uuu  , 52 uuu  , а 16,1 m , 24 m  при любых u . 

Здесь 1
114
 mu , 1

225
 mu , 2541 uuuu  . При 32   

выполняется неравенство 21 uu  , а для 13   - неравенство 21 uu  . 

Корнями уравнения (3.32) для ),max(),min( 2121 uuuuu   будут 4 , 5 , 

6 , 1  в первом случае и 4 , 1 , 7 , 8  во втором. Если же 

),min( 21 uuu   то это уравнение имеет корни 4 , 5 , 6 , 1 , 7  

8 , а при ),max( 21 uuu   – корни 4 , 2 . Причем 
 

165874  , 06,11  , 28,51  , 27,4  .(3.34) 

 

Кроме того, 16,10 m ,  42m , 281 mm  , а 15 m , если 

14 uuu   и 251 mm   для 4uu  . Корень же 7  больше 2m  при 

5uu  , а для 25 uuu   справедливо неравенство 272 m . 

В случае 01   выполняются соотношения 12 uu  , 14 uu  , а 

уравнение (3.32) имеет два или четыре действительных корня. Четыре 

корня 4 , 1 , 7 , 8  будут при 21 uuu  . При скоростях 2uu   и 

2uu   есть только два корня 4 , 7  и 4 , 1  соответственно. Для 

них справедливы, кроме (3.34), оценки 110 m  при 4uu  ; 111 rm   для 

41 uuu  ; 27 m , если 5uu  , и 271 mr   для 25 uuu  . Величина 

же 8  изменяется в пределах 281 mm  . В случае 0  при любых 

u  уравнение (3.32) имеет только один положительный 4r  и только 

один отрицательный 1r  корни. Для 1  справедливы оценки 11 m , 

211 mm  , 21 m  соответственно для 4uu  , 45 uuu  , 5uu  , а 

24 m . 

Что касается уравнения 0)(  rur , то оно или вообще не име-

ет действительных корней, если 3uu  , или имеет для любых   и 1Q  два 

отрицательных корня 2r , 3r , если 3uu  . Здесь 

  1
333 )( u ,  310  ,  33 ,  7234  ,  (3.35) 

 

где 3  – положительный корень уравнения 0)()(  rrr . При этом 

в случае 01 QQ   находим 12 r  и 12 r  для 73 uuu   и 7uu   соот-
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ветственно, а 13 r  – при любых u . При условии 10 2 DQQ  , для 

любых скоростей потока 23 m , а величина 2  заключена в пределах 

),( 2 m , ),( 21 mr , ),( 11 rm , ),0( 1m , если 6uu  , 76 uuu  , 87 uuu  , 8uu   

соответственно, где 1
226 )(  mu , 1

1
*
07 )(  ru , 1

118 )(  mu . 

Распределение же полюсов подынтегральной функции (корней урав-

нения 0)(  r ) в интеграле  по частоте колебаний и скорости потока 

определяется соотношением величин )81( kuk . Зависимость ku  от   

при 84 k  линейная, а поведение 1u , 2u , 3u  с частотой иллюстрируется 

рис. 3.36, где сплошными линиями изображено 1u , штрихпунктирными – 

2u , а штриховыми – 3u . Номера линий 1–4 отвечают величинам 1Q , рав-

ным 0, 1D , 1.8 1D , 1.98 1D . Цифрами 5, 6, 7 помечены значения 0 , 

1 , 2 . При этом для 1u , 2u , 3u  справедливы формулы (3.20). 

Анализ показал, что при 01 QQ   имеют место следующие неравенства: 

13
*
02 uuuu  ,  4 ;  1

*
032 uuuu  , ),( 54  , 

31
*
02 uuuu  ,  ),( 05  ;  3

*
0 uu  ,  ),( 60  ;  *

03 uu  ,  6 , 

где 

31

133
*
0

4

)(






r

r
,  

31

13113
5

)()(




 ,  

13

*
0331

6

)(

r

r




 . 

На этих частотах 3
*
0 uu  , 31 uu  , 3

*
0 uu   соответственно. При условии 

же 110 2 DQQ   справедливо 5230   )( 210 QQQ  , 

25310   )2( 112 DQQ  , где 2Q  отвечает сжимающему 

усилию, при котором 

)()()()( 23213113 mm  . 

Кроме того 

231 uuu  ,  5 ;  213 uuu  ,  ),( 35  , 

123 uuu  ,  ),( 03  ;  0
*
0 uu  ,  0 . 

Для каждого конкретного случая проведем вычисление интегралов   и 6 , 

имея в виду при этом, что условия 0)Re( 1 i , 0)Re( 2 i  выполняются 

на контуре, обходящим точки 4r , 6r , 3 , 8  в верхней, а 

точки 5r , 1r , 2r , 7r  в нижней полуплоскостях. 

Пусть выполняется условие 110 2 DQQ  . Тогда получим, что 

незатухающее с расстоянием волновое возмущение на большом удале-
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нии от области приложения возмущений вниз )0( x  и вверх )0( x  по 

потоку формируется из нескольких волн вида 

kkkkk fVA   sin)()( **1 , 81k ,                  (3.36) 

tkxkk  )( , kk k  )(* , 

)(

)(

2
0

rl

r

g

p
A






 ,  










,6,5,4,1

,8,7,3,2,1,1
)(

k

k
k  

)( 11  uV , )( 22  uV , uV  )( 33 , uV  )( 44 , 

)( 55  uV , uV  )( 66 , )( 77  uV , uV  )( 88 , 

где у k  верхний знак берется только при 8,7,1k . Число незатухаю-

щих волн для заданного сжимающего усилия определяется величиной 

скорости потока и частотой колебаний. Для 3  это иллюстрируется 

табл. 3.7, если 112 2 DQQ  . В случае 210 QQQ  , ),( 32   волны 

распределены по u  так же, как и в табл. 3.7 для ),( 35  . Распреде-

ление волн по скорости потока и частоте колебаний для 3  при 

условии 210 QQQ   качественно такое же, как при 112 2 DQQ  . 

Оно представлено в табл. 3.8. При 210 QQQ   распределение волн 

описывается табл. 3.4, характеризующей случай отсутствия сжимающих 

усилий и случай продольного растяжения, а при ),( 25   оно то же, 

что и в табл. 3.4 для ),( 05  . 

                                                                              Таблица 3.7 

  u  0x  0x  

2  

1uu   

13 uuu   

32 uuu   

2uu   

2,1  
5,2,1  

5,1  
1 

4,3  
6,4,3  

6,4  
6  

52   

1uu   

13 uuu   
32 uuu   

2uu   

2,1  
5,2,1  

5,1  
7,5,2,1  

4,3  
6,4,3  

6,4  
8,6,4,3  

35   

3uu   

31 uuu   
12 uuu   

2uu   

2,1  
1 
5,1  
7,5,1  

4,3  
4  
6,4  
8,6,4  
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                                                                               Таблица 3.8 

  u  0x  0x  

13   

3uu   

32 uuu   

21 uuu   

1uu   

2,1  

1 
7,1  

7,5,1  

4,3  

4  
8,4  

8,6,4  

01   

3uu   

32 uuu   

21 uuu   

1uu   

2,1  

1 
7,1  

7  

4,3  

4  
8,4  

4  

0  
3uu   

3uu   
2,1  

1 

4,3  

4  
 

Видно, что при условии 110 2 DQQ   вверх и вниз по потоку от 

области приложения может генерироваться по одной, две, три и четыре 

незатухающих с расстоянием волны. Волны 1 , 2 , 5 , 6  гравитацион-

ные, возникающие в море со свободной поверхностью и в море, покры-

том битым льдом. Волны 3 , 4  обусловлены упругими силами ледяно-

го покрова и генерируются в сплошном ледяном покрове, как при от-

сутствии сжимающих усилий, так и в условиях ледового сжатия или 

растяжения. Волна же 8  может генерироваться только при сплошном 

ледяном покрове и только в условиях ледового сжатия при выполнении 

неравенства 110 2 DQQ  . Это относится и к 7 , если она возникает 

вместе с 8 . В противном случае характер 7  такой же, как и при отсут-

ствии сил ледового сжатия. Волны k  при 8,7,3,2,1k  распространя-

ются вниз, а при 6,5,4k  – вверх по потоку с фазовыми скоростями 

kk  / . Длины генерируемых волн равны kk  /2 . Передние 

фронты волн 1 , 2 , 5 , 7  перемещаются вниз, а волны 3 , 4 , 6 , 8  – 

вверх по потоку от области приложения возмущений соответственно со 

скоростями kV . 

При условии 01 QQ   может генерироваться не более шести волн k  

вида (3.36) для 61k . Распределение их по частоте колебаний и ско-

рости потока похоже на распределение в условиях продольного растя-

жения или отсутствия сил ледового сжатия и характеризуется табл. 3.4. 

Отметим при этом, что волна 1  генерируется как в море со свободной 

поверхностью, так и в море, покрытом битым или сплошным упругим 

льдом. Однако, в море со льдом она может быть сильно деформирована 

под воздействием упругих сил и сил ледового сжатия. Эта деформация 
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зависит от длины волны и особенно сильно проявляется в случае 11 r . 

При таких 1  волна 1  качественно похожа на 7 , возникающую при 

условии 110 2 DQQ  , если волновое число последней больше 1r . 

Для количественной оценки элементов волн, генерируемых возму-

щениями (3.1), (3.21) на характерных для ледяных полей частотах, про-

водились численные расчеты при тех же значениях параметров, что и 

расчеты, представленные на рис. 3.35. 

Дисперсионные кривые, рассчитанные при сжимающих усилиях – 

1.68∙106 (штриховые линии) и 3.03∙106 Н/м (сплошные линии) – изобра-

жены для волн 1 , 7 , 8  на рис. 3.37, а, а для волн k , 62k  – на 

рис. 6.37, б. Номера кривых 1, 2, 3 отвечают скоростям потока 0, 10, 

18 м/с. Каждая из штриховых дисперсионных кривых на рис. 3.37, а, от-

вечающих усилию 1.68∙106 Н/м, характеризует волну 1 . Участки 

сплошных кривых 2, 3 при 1rr   (слева от кружка) относятся к 1 , а для 

1rr   – к 7 . Сплошная же кривая 1 характеризует волны 1 , 7 , 8 , 

волновые числа которых 1 , 7 , 8  удовлетворяют неравенству (3.34). 

Штриховая кривая 1 на рис. 3.37, б характеризует волну 6 , если 1rr  , 

или волну 4  в случае 1rr  . Положительные участки всех остальных 

кривых рис. 3.37, б описывают 6 , 5 , 4 , а отрицательные, взятые по 

модулю, волны 2 , 3 . Их волновые числа kr   удовлетворяют нера-

венству (3.34) при 6,5,4k  и неравенству (3.35) при 3,2k . 

 

Рис. 3.37 

Анализ данных на рис. 3.38 показывает, что при фиксированной 

скорости потока волна 8  генерируется только в случае 110 2 DQQ  , 

если 0uu   и 87  , где 227 )(  u , 118 )(  u . При та-

ких условиях возникают и 1 , 7 . Причем 7  в данном случае также 

обусловлена ледовым сжатием. Волны 1 , 7  появляются и на частотах 

7 , 8  соответственно. Рост величины сжимающего усилия уве-

личивает интервал 78   частотного спектра, на котором генери-

руются вместе эти три волны. Увеличение же скорости потока при за-

данном Q  уменьшает  . Это иллюстрируется и рис. 3.38, где сплош-
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ными, штриховыми и точечными кривыми изображено распределение 

амплитуд kA  волн 1 , 7 , 8  по частоте колебаний для 11 95.1 DQ  . 

Зависимости )(1 A , )(7 A  даны с точностью до множителя gp /0 , а )(8 A  – 

до множителя gp  /0  при скоростях потока 0, 1, 18 м/с соответственно на 

рис. 3.38, а, б, в. Причем рис. 3.38, в характеризует 1 , если )( 11 rur   (сле-

ва от треугольника на оси ) и 7  при )( 11 rur  . Волна 7  при данной 

скорости u 18 м/с генерируется и при отсутствии льда, а упругие силы льда и 

ледовое сжатие приводит к существенной ее деформации. Амплитуда волны 

7  может существенно превосходить 1A  при u 18 м/с. При скоростях же 

0uu   и ),( 87   определяющий вклад в волновое движение может вно-

сить волна сжатия 8 . 

 

Рис. 3.38 

 

Волны k , 6,5,4k  при фиксированной скорости потока из интер-

вала gHuu 0 , если выполняется условие 01 QQ  , или из интервала 

gHu 0  при условии 110 2 DQQ   вместе генерируются только 

на частотах ),( 109  , где 229 )(  u , 1110 )(  u . Без 5  

волны 6  и 4  возникают еще и на частотах 9 , 10  соответ-

ственно. Рост величины сжимающего усилия приводит к уменьшению 

величин 9 , 10 . Уменьшаются 9 , 10  и при увеличении скорости по-

тока. При этом 09  , если 22 /)( u  и 010   для 11 /)( u . 
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Волны 2  и 3  по одной не возникают. Они генерируются только 

вместе при скоростях потока 0uu   на частотах 11 , где 

)( 3311  u . 

Наглядная иллюстрация распределений k , 62k  по частоте ко-

лебаний дана для 11 95.1 DQ   на рис. 3.39, где а, б, в отвечают скоро-

стям потока 1, 10, 18 м/с. Сплошные, штриховые, штрихпунктирные, 

точечные кривые и кривые с двойным пунктиром иллюстрируют 4 , 5 , 

6 , 3 , 2  соответственно. Зависимости 4 , 6 , 3  от   даны с точно-

стью до множителя gp  /0 , а )(2  , )(5   – с точностью до множите-

ля gp /0 . При этом надо иметь в виду, что для функций )(2   и )(3  , 

приведенных при ]0,( 11 , верно )()( 22  , )()( 33  . 

Распределение фазовых скоростей генерируемых волн и величин 

)( kk  , характеризующих скорости их переднего фронта, по частоте 

колебаний иллюстрируется рис. 3.40 для 1 , 7 , 8  и рис. 3.41 для k , 

62k . Номера кривых 1, 2, 3 отвечают сжимающим усилиям 0, 

1.68∙106, 3.03∙106 Н/м. Один, два и три штриха относятся к скоростям по-

тока 0, 10, 18 м/с. Сплошные, штриховые, штрихпунктирные, точечные 

участки кривых и участки с двойным пунктиром при усилии 

3.03∙106 Н/м характеризуют на рис. 3.41 те же волны, что и на рис. 3.39, 

а на рис. 3.40 – те же, что и на рис. 3.38. 
 

 

Рис. 3.39 
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Рис. 3.40 

 

При этом 2  и 3  для 110   определяется из рис. 3.41 как мо-

дули )(3,2  , а зависимость )( 3,2  от   четная. Если 01 Q  или 11 DQ  , 

то кривые 1, 2 на рис. 3.40 описывают волну 11 , возникающую и в море 

со свободной поверхностью, но сильно деформированную за счет упру-

гих сил и сил ледового сжатия при )( 11 rur   (справа от кружков). 

 

Рис. 3.41 
 

Распределение k  и )( kk   по скорости потока приведено на 

рис. 3.42–3.45 для частот 1c2.0   (рис. а) и 1c4.0   (рис. б). Номе-

ра кривых 1–5 отвечают 1Q , равным 0, 1D , 15.1 D , 18.1 D , 195.1 D . 

На рис. 3.43, 3.45 участки сплошных кривых в отрицательной области u  
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характеризуют волну 1 , если их взять симметрично относительно вер-

тикальной оси, а в положительной области характеризуют волну 6 . 

Штриховые и штрихпунктирные линии на этих рисунках относятся к 

волнам 5 , 4 , а с двойным пунктиром и точечные, взятые симметрично 

относительно вертикальной оси, к волнам 7 , 8  соответственно. Точ-

ками на линиях 1, 2 рис. 3.43, б помечены значения  , принимаемые 

при 1
11 ])([  rru . 

 

Рис. 3.42 

 
 

Рис. 3.43 

 

Рис. 3.44 
 

На рис. 3.42, 3.44 сверху от точки кривые описывают волну 3 , а снизу 

от точки – волну 2 . Из данных на рис. 3.40–3.45 и формул (3.36) для 

фронтальных скоростей следует, что при фиксированных частоте колеба-

ний и скорости потока увеличение сжимающего усилия приводит к умень-
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шению фазовых скоростей волн 1 , 3 , 4 , 6 , 7 . Величины 2 , 5 , 8  

растут при этом. Фронтальные скорости 2V , 3V , 4V , 5V , 8V  с увеличением 

сжимающего усилия растут, а 1V , 6V  убывают. Величина же 7V  при этом 

может и расти, и убывать, если вместе с 7  не генерируется 8 . В против-

ном случае 7V  растет на рассматриваемом диапазоне частоты колебаний. 

Рис. 3.45 
 

В заключение этого параграфа отметим, что волновая картина, ана-

логична полученной для 01 QQ   и 110 2 DQQ  , формируется при 

отсутствии потока и под воздействием движущейся со скоростью u  по 

поверхности продольно сжатого ледяного покрова области давлений, 

интенсивность которых периодически меняется со временем. При этом 

волны 3 , 4 , 6 , 8  возникают перед областью движущихся давлений, 

а 1 , 2 , 5 , 7  – за ней. 

 

3.6. Влияние вертикального сдвига скорости потока на волновое 

возмущение от постоянных поверхностных давлений при ледовом 

сжатии 
 

Пусть на поверхности потока однородной идеальной несжимаемой 

жидкости с вертикальным сдвигом скорости плывет сплошной упругий 

ледяной покров. В начальный момент поток не возмущен, а поверхность 

лед-вода горизонтальна. Начиная с момента 0t  к поверхности ледяно-

го покрова прикладываются давления (3.22). 

Исследование процесса развития волнового движения, генерируе-

мого в условиях ледового сжатия и вертикального сдвига скорости 

[50, 143, 144], сводится к решению системы уравнений 
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0w  при z = –H 

и начальными 
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,2 , 

1D , 1  определяются по формулам (3.10), )(zU  – скорость невозмущен-

ного потока,   – плотность жидкости, g  – ускорение свободного паде-

ния, u , w  – горизонтальная и вертикальная составляющие вектора ско-

рости волнового возмущения потока, 1p  – возмущение давления,   – 

прогиб льда или возвышение поверхности лед-вода, H – глубина бас-

сейна, Q  – усилие сжатия, приходящееся на единицу ширины ледяной 

пластины, ось z  направлена вертикально вверх, начало координат вы-

брано на невозмущенной поверхности лед-вода. При этом w  и   связа-

ны между собой кинематическим условием 

xt uw  0 ,   )0(0 Uu  . 

Исследование волнового движения, генерируемого давлениями 

(3.22) в условиях ледового сжатия и вертикального сдвига скорости, 

проведем для скорости невозмущенного потока )()( * HzauzU  , 

исходя из (3.37)–(3.39) и используя интегральное преобразование Фурье 

по x  и Лапласа по t . В результате после вычисления интеграла Мелли-

на и применения формулы обращения получим 
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)(* rf  – преобразование Фурье функции )(xf . 

Вычислим (3.40) при условии *
1 QQ  , необходимом для устойчи-

вости ледяной пластины. Здесь 

)( 01
* rQ  , 2

123
1

2

1

1

4
)( rD

rrgl

rHa
r 

th
, 

0r  – положительный корень уравнения 0)(1  r . Величина *Q  опреде-

ляется вертикальным сдвигом скорости течения, цилиндрической жест-

костью и плотностью льда. Большему сдвигу скорости отвечает и боль-

шая величина *Q . При 91012.3 E Н/м2, 1h  м, Н = 103 м и значениях 

параметров (1.15) она равна, в частности, 346.2, 346.4, 346.6 м2, если a  

равно 0, 0.05, 0.1 с–1 соответственно. Таким *Q  отвечают сжимающие 

усилия 33.93∙105, 33.95∙105, 33.97∙105H/м. При отсутствии потока и в 

случае потока с постоянной по глубине скоростью 1
* 2 DQ  . 

Перепишем (3.40) в виде 

)(
2
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L

drirxrf
rHr

)exp()(*

21

th
, 

)2,1()exp()(
)(

*

21




  kdrMxirf
rHr

k

L
k

k

k

th
, 

xtxrruM kk /,sign)( 0  , 

где контуры интегрирования L , 1L , 2L  совпадают с действительной 

осью всюду, кроме окрестностей полюсов подынтегральных функций, 

представляющих собой вещественные корни уравнений 001  ru , 

002  ru . Корни уравнения 001  ru  обходятся по полуокружно-

стям, на которых 0)Re( 1 i , а корни уравнения 022  ru  – по полу-

окружностям, где 0)Re( 2 i . Причем 1L  обходит только точки, где 
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ru01  , а путь 2L  – только точки, где ru02  . При условии *
1 QQ   

такой обход полюсов подынтегральных функций обеспечивает затуха-

ние интегралов 2,1  с течением времени для любого фиксированного x . 

Уравнение 001  ru  при рассматриваемом условии *
1 QQ   имеет 

только один вещественный корень 2r , если 10 uu  , или два корня 

1r , 2r  – при 102 uuu  . Если же 20 uu  , то указанное уравне-

ние не имеет действительных корней. Здесь 

)4(21 22
1 gHHaaHu  , 1112 /)( rru  , 21 uu  , 1r  – положительный 

корень уравнения 011 r . Что касается уравнения 002  ru , то 

при 11 2 DQ   его корни, в силу равенств )()( 21 rr  , )()( 21 rr  , 

при соответствующих величинах 0u  отличаются от корней уравнения 

001  ru  только знаками. При условии *
112 QQD   уравнение 

002  ru  других корней, кроме 1 , 2 , не имеет, несмотря на то, 

что )(2 r  в области 0r  имеет положительный максимум. В самом де-

ле, rH
a
th

22   при  r0 . Кроме того, aHu 0 . Подставка этих оценок 

приводит исходное уравнение к уравнению 0th2  rHrH , не имею-

щему действительных корней. Следовательно, и ru02   при 0r . 

Проведем вычисление интегралов (3.41) для четной функции )(xf  

методом контурного интегрирования с учетом положения стационарных 

точек (корней уравнений 02,1 M ) относительно полюсов подынтеграль-

ных функций, имея в виду при этом, что условия 0)Re( 1 i , 0)Re( 2 i  

выполняются на контуре L , обходящем точки 1r  в нижней, а 

2r  в верхней полуплоскостях. В результате получим выражение 
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При условии 102 uuu   и выражение 
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если 10 uu  . Здесь 

)2,1()sin(  kxA kkk , 
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HVf
p

A kkkkkk 


  th)()(2 *10 ,   )( 1101  uV , 

0212 )( uV  . 

Если 20 uu  , то  xO1  и для 0x  и для 0x . 

Таким образом, незатухающее волновое движение, генерируемое 

давлениями (3.22) при 102 uuu  , формируется двумя волнами 1 , 2 . 

Из них 2  упругая (в жидкости со свободной поверхностью и в случае 

абсолютно гибкой пластинки она не возникает), а 1  гравитационная. 

Волна 1  генерируется вниз )0( x , а 2  – вверх )0( x  по потоку от 

области приложения возмущений (3.22). При условии 10 uu   вид по-

верхности лед-вода формируется под воздействием только одной упру-

гой волны 2 , генерируемой только в области 0x . Если же 20 uu  , то 

незатухающее волновое движение не генерируется ни вверх, ни вниз по 

потоку. Передние фронты волн 1 , 2  перемещаются от области прило-

жения возмущений со скоростями 1V , 2V  соответственно, а их длины 

определяются формулами 11 /2  , 22 /2  . Причем 

12 /20 r ,  11/2 r . 

Для количественной оценки влияние продольного сжатия в услови-

ях вертикального сдвига скорости потока жидкости проводились чис-

ленные расчеты элементов генерируемых волн для 91012.3 E  Н/м2, 

Н = 102 м 1h  м, значений параметров (1.15) и функции )(xf , равной 

единице в области lx   и нулю при lx  , где 2103 l  м. 

Зависимость 1  и 2  от величины сжимающего усилия и верти-

кального сдвига скорости наглядно иллюстрируется рис. 3.46, на кото-

ром представлена в случае 0a  (штриховые линии) и 05.0a с–1 

(сплошные линии) функции )(1 r  при значениях 1Q , равных 0, 50, 250, 

346 м2 ( кривые 1, 2, 3, 4 соответственно). Таким 1Q  отвечают сжимаю-

щие усилия 0, 4.9∙105, 2.45∙106, 3.39∙106 Н/м. Волновые числа 1  и 2  

являются абсциссами точек пересечения )(1 r  с прямой, проходящей 

через начало координат и имеющей угловой коэффициент, равный 0u . 

Угловой коэффициент прямой, проходящей через начало координат и 

касающейся )(1 r  сверху, характеризует 1u , а касающейся снизу – 2u . 

Видно, что увеличение сжимающего усилия, также как и рост верти-

кального градиенты скорости течения, расширяет диапазон значений 

скорости 0u , когда незатухающие волны генерируются как вверх, так и 

вниз по потоку. Особенно значительно влияние продольного сжатия. В 

частности, при 05.0a  с–1 указанный диапазон )( 21 uu   равен 18.9 и 
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33 м/с для сжимающих усилий 0 и 3.39∙106 Н/м. Если же 
61039.3 Q  Н/м, а скорость потока не меняется с глубиной, то 

8.3021 uu  мс–1. Причем изменение разности 21 uu   при изменении 

1Q  обусловлено, в основном, влиянием продольного сжатия на величи-

ну 2u , убывающую как с ростом 1Q , так и с уменьшением a . При 

05.0a  с–1 значениям 01 Q  и 3461 Q м2 отвечают 2u , равные 15, 

0.9 м/с, а случаю 3461 Q  м2, 0a  соответствует 54.02 u  м/с. Вели-

чина же 1u  практически не зависит от 1Q . Мало меняется она и за счет 

вертикального сдвига скорости. Действительно, изменение a  от 0 до 

0.05 с–1 приводит к увеличению 1u  только на 8.3% (от 31.3 до 33.9 м/с). 

Влияние сжимающего усилия и вертикального сдвига скорости те-

чения на дисперсионную зависимость )( 0ur  иллюстрируется 

рис. 3.47, а, где обозначения те же, что и на рис. 3.46. Из данных на 

этом рисунке и на рис. 3.46 следует, что длина 1  гравитационных волн 

1 , возникающих только вверх по течению, не превосходит длины 2  

упругих волн 2 , генерируемых вниз по течению. Причем 

12 minmax  . При фиксированных 0u  и 1Q  учет вертикального сдвига 

скорости уменьшает 2 . Однако влияние на волновое число 2  упругих 

волн мало, а имеющееся отличие значений 2  для 0a  и 0a  исчеза-

ет с ростом 0u . Величина же 1  растет с увеличением вертикального 

сдвига скорости течения. Большему 0u  отвечает и большее отклонение 

1  для случая 0a  от случая 0a . Особенно значительны эти отличия 

при 0u , близких к 1u . 

 

 

Рис. 3.46 
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Если фиксировано a , то большему 1Q  соответствует большее 2 . 

Величина же 1  убывает с ростом 1Q . Однако влияние 1Q  на 1  умень-

шается с увеличением 0u  и при 0u , близких к 1u , практически не сказы-

вается. 

Зависимость )( 1Qr , характеризующая распределение 1  и 2  по ве-

личине сжимающего усилия, показано на рис. 3.47, б. Здесь )( 1Qr  дана 

для *
1 QQ  . Сплошные и штриховые линии отвечают тем же верти-

кальным градиентам скорости, что и на рис. 3.47, а, номера кривых 1, 2, 

3 соответствуют значениям 0u , равным 10, 15, 21 м/с. Из рис. 3.47, б 

следует, что меньшему 0u  отвечает большее сжимающее усилие 2QQ  , 

начиная с которого давления (3.22) в условиях продольного сжатия ге-

нерируют незатухающие с расстоянием волны. Действительно, для 

05.0a с–1 незатухающие волны генерируются при 1Q , больших 210 и 

10 м2, если 0u  равно 10 и 15 м/с соответственно. В случае 210 u  м/с и 

05.0a с–1 незатухающие волны генерируются как при отсутствии сжи-

мающего усилия, так и в условиях продольного сжатия )0( 1 Q  или 

растяжения )0( 1 Q . Увеличение вертикального градиента скорости те-

чения смещает величину 2Q  в сторону меньших значений. Если, напри-

мер, для 150 u  м/с волны генерируются в случае 05.0a  с–1 только 

при 4108.9 Q  Н/м, то при отсутствии потока или потока с постоянной 

по глубине скоростью 150 u м/с они возникают и при 0Q  (сжимаю-

щие усилия отсутствуют) и в условиях продольного сжатия 

)0( *
1 QQ   или растяжения с усилием 51096.10 Q  Н/м. Величина 

растягивающего усилия, необходимая для генерации незатухающих 

волн давлениями (3.22), растет с увеличением 0u  и убывает с ростом 

вертикального градиента скорости течения. 

 

Рис. 3.47 



 

110 

Скорость 2V  переднего фронта упругих волн практически не зави-

сит от вертикального профиля течения. Она определяется упругими си-

лами ледяного покрова и сжимающим усилием. Что касается фронталь-

ной скорости 1V  гравитационных волн, то она может меняться и под 

воздействием сил продольного сжатия и вертикального сдвига скорости 

течения. При 20 uu   выполняется равенство 021 VV . Скорость 1V  

обращается в нуль и при 10 uu  . В диапазоне 12 uuu   фронтальная 

скорость 1V  имеет максимум, а 12 VV  . Скорость же 2V  упругих волн, 

возникающих при 20 uu  , неограниченно растет с увеличением 0u . Это 

показано на рис. 3.48, где участки кривых в нижней полуплоскости, взя-

тые по модулю характеризуют 2V , а в верхней полуплоскости – 1V . Зна-

чения 2u  помечены на оси 0u  кружками, а значения 1u  на оси 0u  – тре-

угольниками. Другие обозначения здесь те же, что и на рис. 3.46. 
 

 

Рис. 3.48 
 

Распределение амплитуд 1A  гравитационных (сплошные линии) и 

2A  упругих (штриховые линии) волн по 0u  и r  показано с точностью 

до множителя 02 p  для 05.0a с-1, 3461 Q м2 на рис. 3.49. Сопостав-

ление 1A  и 2A  дает наглядное представление о вкладе упругих волн в 

волновое движение. Видно также, что и 1A  и 2A  - осциллирующие 

функции 0u  и r . Причем и для 1A  и для 2A  скорость 20 uu   (кружок на 

оси 0u ) является резонансной. Неограниченно растет 1A  и при стремле-

нии 0u  к 1u . Резонансной скорости 20 uu   на рис. 3.49, а отвечает на 

рис. 3.49, б значение 1rr   (квадрат на оси r ), к которому стремятся 

волновые числа 1  и 2 . Если 10 uu  , то 01  . Отметим, что изме-

нения 1r , обусловленные вертикальным сдвигом скорости, не превыша-

ют 3%, в то время как увеличение сжимающего усилия приводит к его 

существенному росту. В частности, для 05.0a  усилиям сжатия 0, 

4.9∙105, 2.45∙106, 3.39∙106 Н/м отвечают r ∙102, равные 5.9, 6.1, 7.1, 7.5 м. 
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Напомним, что 2u  при этом равно 15, 14.2, 8.5, 0.9 м/с, т.е. влияние 1Q  

более существенно сказывается на 2u , чем на 1r . Если 0a , то при ука-

занных усилиях 2u  принимает значения 14.8, 13.8, 8.2, 0.54 м/с. 
 

 

Рис. 3.49 
 

Вклад гравитационных и упругих волн в волновое движение харак-

теризуется и рис. 3.50, где )( 02,1 uB  и )(2,1 rB  представляют собою функ-

ции, определяющие максимально возможные значения амплитуд 

)( 02,1 uA  и )(2,1 rA . На графиках 2B  нанесены сплошными, а 1B  – штри-

ховыми, если 05.0a  с–1, и штрихпунктирными при 0a  линиями. 

Треугольником, квадратами и кружками помечены соответствующие 

значения 1u , 1r , 2u  для потока без сдвига скорости )0( a . Номера кри-

вых 1, 4 отвечают сжимающим усилиям 0 и 3.39∙106 Н/м. 

 

 

 

 
 

Рис. 3.50 

 

Численный анализ зависимости 2,1B  от a  показал, что для упругих 

волн она практически не проявляется. Исключение составляет окрест-
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ность резонансных значений, меняющихся, хотя и незначительно, с из-

менением a . Влияние вертикального сдвига скорости на величину 1B  

(гравитационные волны) заметнее. Оно сказывается в уменьшении 1B  и 

растет с ростом 0u  (уменьшением r ). Это видно из сопоставления 

штриховых и штрихпунктирных кривых с номером 4 на рис. 3.50. 

Распределение 2,1B  по 1Q  иллюстрируется рис. 3.51 для потока с 

постоянной по глубине скоростью (штриховые линии) и потока с верти-

кальным градиентом 05.0a с–1 (сплошные линии). Номера кривых 1, 2, 

3 отвечают тем же 0u , что и на рис. 3.47, б. Видно, что возможность су-

ществования резонансных величин сжимающего (или растягивающего) 

усилия определяется значением 0u  и вертикальным сдвигом скорости 

течения. С увеличением сжимающего усилия (начиная с резонансной) 

до критической величины, приводящей к потере устойчивости пласти-

ны, значения 2,1B  убывают. В случае же продольного растяжения боль-

шому усилию (до резонансного) отвечает большая амплитуда незатуха-

ющих с расстоянием упругих и гравитационных волн. 
 

 
 

Рис. 3.51 
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ГЛАВА 4. ТРЕХМЕРНЫЕ ВОЛНЫ ПРИ ДВИЖЕНИИ ОБЛАСТИ 

ПОСТОЯННЫХ ДАВЛЕНИЙ 

 

4.1. Изгибно-гравитационные колебания ледяного покрова 

 

Пусть на поверхности несжимаемой жидкости конечной глубины Н 

плавает тонкая изотропная упругая ледяная пластина. В горизонтальных 

направлениях пластина и жидкость не ограничены. По поверхности 

пластины перемещается со скоростью   нагрузка 

txxyxfpp  110 ),,( .                                   (4.1) 

Рассмотрим влияние равномерного растяжения на возникающие изгиб-

но-гравитационные корабельные волны, считая движение жидкости по-

тенциальным, а скорости движения частиц жидкости и прогиб пластины 

ζ малыми. 

С учетом равномерного растяжения в системе координат х1 у, свя-

занной с движущейся областью давлений, задача сводится к решению 

уравнения Лапласа для потенциала скорости φ 

 yxzH ,,0,0            (4.2) 

с граничными условиями 
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где 

,)],1(12/[,/,, 01
23

1111 gppEhDghgQQgDD   

22222224 ,, zyx lll  , 

  – плотность жидкости; E, h, ρ1 μ – модуль нормальной упругости, 

толщина, плотность и коэффициент Пуассона пластинки; Q – растяги-

вающее усилие; ζ и φ связаны кинематическим условием φz = υζx при 

z = 0. При этом здесь и далее у х1 опущен индекс 1. 

Применив для решения задачи (4.2), (4.3) преобразование Фурье по 

горизонтальным координатам, получим в случае осесимметричной 

нагрузки интегральное представление для прогиба пластинки (возвы-

шения поверхности пластинка-жидкость): 
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J ,                             (4.5) 

где М(r) = rg(1+χ1rgthrH)–1thrH, k0 = rυcosθ–τ, τ = [1+Q1r2+D1r4)M(r)]1/2, 

r = (m2+n2)1/2, x = Rcosγ, y = Rsinγ, m = rcosθ, n = rsinθ, R = (x2+y2)1/2, 
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)(* rf  – трансформанта Фурье функции f(R). 

Рассмотрим три диапазона изменения скорости перемещения обла-

сти возмущений: 

.,,0 00 gHgH   

Подынтегральное выражение в (4.4) при 0<υ<υ0 не имеет особенностей 

на пути интегрирования, а при условиях υ0<υ< gH , r1 ≤ r ≤ r2 или 

υ > gH , 0 < r < r2 имеет полюсы θ1,2 = arccosτ0. Здесь τ0 = (rυ)–1τ, 

υ0 = τ(r0)/r0, r0 – единственный положительный корень уравнения 

τ0′(r) = 0, штрих означает производную по r, r1,2 – вещественные корни 

уравнения τ0(r)=1. При этом τ0′ < 0 для 0 < r < r0 и τ0′ > 0 для r0 < r < ∞. 

Кроме того, τ0(0)= gH /υ, ,lim 0 
r

 τ0′ (0) = τ0′ (r0) = 0. В случае rH >> 1 

,)]1/()1[/ 21
01

4
01

2
0100 grrDrQrg                      (4.6) 

где r0 – положительный корень уравнения 

.01232 1
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5

11  rgrQrDrgD  

Если rH << 1, то 
212

01
4

01
2

010 )]1/()1[ gHrrDrQgH  ,                   (4.7) 

а r0 удовлетворяет уравнению 

.02 11
2

1
4

11  gHQrDrgHD  

Удовлетворяя условию изучения [5], заменим путь интегрирования 

в (4.5) на контур L, идущий по действительной оси от θ = –π/2 до 

θ = 3π/2 с обходом точек θ = θ1 и θ = θ2 в комплексной плоскости θ по 

малым полуокружностям снизу и сверху соответственно. 

Если 0 < υ < υ0, то, применяя к (4.5) метод стационарной фазы и ин-

тегрируя после этого (4.4) по частям, получим, что ζ имеет для больших 

R порядок не ниже О(R–1). 

Пусть υ0 < υ < gH . Представим в этом случае интеграл (4.4) в виде 

суммы трех интегралов по отрезкам [0, r1], [r1, r2], [r2, ∞]. Так как 

подынтегральное выражение в (4.5) на отрезках [0, r1], [r2, ∞] не имеет 

особенностей, то последовательное применение метода стационарной 

фазы и интегрирование по частям показывают, что двойные интегралы, 

соответствующие первому и третьему отрезкам, имеют порядок О(R–1). 

Следовательно, 
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Вычисляя контурный интеграл (4.9) с учетом знаков выражения 

Re[icos(θ–γ)] на малых полуокружностях, обходящих точки θ = θ1,2 и 

подставляя в (4.8) полученное выражение для J, найдем 
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где n1,2 – вещественные корни уравнения τ1 = – tgγ, а n3,4 – вещественные 

корни уравнения τ1 = tgγ. 

Фазовые функции Ф1 и Ф2 интегралов η2 и η4 не имеют стационар-

ных точек, а η5 = О(R–1). Следовательно, η2 + η4 + η5 = О(R–1). 

Стационарные точки фазовой функции Ф1 в интегралах η1, η3 явля-

ются корнями уравнения 

.])'(1[)1()'(),( 1
00

212
0022

 rrrtg             (4.11) 

Это уравнение при υ0 < υ < υ1 имеет в рассматриваемых диапазонах из-

менения r один зависящий от γ действительный корень r = α3. Здесь 
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r3 – действительный корень уравнения .,,0)( 01032 rrrr   

Один корень имеет уравнение (4.11) и при ,1 gH  если 

0 < γ < γ2 или γ1< γ < π. Обозначим его через α1 в первом случае и через 

α3 во втором. Если же ,1 gH  а γ2< γ < γ1, то имеется три корня 

α1 < α2 < α3, При этом 

,),(arctg),(arctg 3521522421   

α4,5 – действительные корни уравнения τ2′(r) = 0. Отметим, что 

α1 = α4 = α2 при γ = γ1 и α2 = α5 = α3 при γ = γ2. 
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На основании проведенного анализа расположения стационарных 

точек фазовых функций интегралов η1, η3 получим из (4.10) 

,)( 1
3   0 приRO  

если υ0 < υ < υ1. Если ,1 gH  то 
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1Здесь
 

Видно, что при скоростях υ0 < υ < υ1 движущиеся возмущения генери-

руют только одну систему волн ζ3, затухающих с расстоянием как 

1/ R . Эти волны покрывают всю поверхность пластинки (границы пла-

стинка-жидкость). Направление гребней этих волн на большом удале-

нии от оси х определяется углом 

.]1)/arctg[( 212
00

  

Расстояние между соседними гребнями волн на лучах γ = 0 и γ = π равно 

соответственно λ1 = 2π/r1, λ2 = 2π/r2. Расстояние от движущегося возму-

щения до гребня волны, бегущей за возмущением, равно l1 = π/4r1, а до 

гребня волны, бегущей впереди, l2 = 3π/4r2. 

При скоростях ,1 gH  образуются три системы волн: ζ1, ζ2, 

ζ3. Из них система волн ζ1 носит характер поперечных, а ζ2 продольных 

гравитационных корабельных волн [139, 159, 160], деформированных за 

счет растягивающих усилий, упругих и массовых сил пластинки. Волны 

ζ3, образующиеся в этом случае в области γ2 < |γ| < π, обусловлены, как и 

при υ0 < υ < υ1, исключительно упругими силами пластинки, а направ-

ление их гребней также характеризуется углом γ0. 

Пусть теперь gH . В этом случае r1 = 0, а уравнение 0)(2  r  

имеет только один действительный корень α5. Фазовая функция инте-

гралов η1, η3 не имеет при 0 < γ < γ2 стационарных точек – действитель-

ных корней уравнения (4.11). При γ2 < γ < γ3, где γ3 =arctg[υ2(gH)–1–1]–1/2, 

имеются две стационарные точки α2, α3, а при γ3 < γ < π – только одна α3. 

Принимая это во внимание, из (4.10) найдем 
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где ζ2 и ζ3 те же, что и в (4.12). 
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Следовательно, возмущения, перемещающиеся со скоростью 

gH , возбуждают две системы волн: ζ2, ζ3. Волны ζ3 образуются вне 

угла γ < |γ2|. Внутри его за движущимся возмущением волны с амплиту-

дой, затухающей как R1 , вообще не возникают. Волны ζ2 генериру-

ются внутри угловых зон γ2 < |γ| < γ3. 

Волновое движение, генерируемое в случае равномерно сжатой 

пластинки при величине сжимающего усилия, удовлетворяющего усло-

вию 
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описывается теми же формулами, что и при равномерном растяжении, 

если в них заменить Q1 на – Q1. 

Для количественной оценки влияния равномерного растяжения и 

сжатия на возникающие волны проводились расчеты в случае ледяной 

пластины [64] толщиной 0.2, 0.5, 1 м при значениях параметров: 

м.10,кг/м10 0/34,,кг/м870,м/H103 2333
1

29  HE  (4.13) 

Величина растягивающего усилия изменялась в диапазоне [0, 2ρg 1D ], 

а сжимающего – в диапазоне [0, ρgQ0]. Здесь Q0 при h = 0.2, 0.5, 1 м 

равно 1.479 1D , 1.478 1D , 1.476 1D  соответственно. Результаты рас-

четов представлены на рис. 4.1–4.6, где Q2 = Q1/ 1D . Отрицательные 

значения Q2 характеризуют растяжение, а положительные – сжатие. Ве-

личина Q2 = 0 отвечает случаю отсутствия сжимающих и растягиваю-

щих усилий. Зависимость υ0 и υ1 (м/c) от Q2 иллюстрируется рис. 4.1. 

Сплошные (υ0) и штриховые (υ1) линии по порядку сверху вниз соответ-

ствуют толщине пластины 1, 0.5, 0.2 м. Видно, что значения критиче-

ских скоростей υ0 и υ1, в окрестности которых меняется характер волно-

вого движения, растут с увеличением растягивающих и убывают с ро-

стом сжимающих усилий. Причем эти изменения могут быть значи-

тельными. Например, при толщине пластины 1 м значения υ0 и υ1 равны 

соответственно 18.3, 26.2 м/c при Q2 = –1.476; 14.6, 22.5 м/c при Q2 = 0, 

7.9, 11.0 м/c при Q2 = 1.476. 

Фазовые портреты образующихся волн изображены на рис. 4.2 – 4.4 

для h = 0.2 м при скоростях перемещения возмущений, равных 10 

(рис. 4.2), 20 (рис. 4.3), 35 м/c (рис. 4.4) из диапазонов υ0 < υ < υ1, 

υ1 < υ < gH , υ > gH  соответственно. 
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Рис. 4.1                                            Рис. 4.2 
 

 
Рис. 4.3 

 

 
Рис. 4.4 
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Рис. 4.5 

 
Рис. 4.6 

 

Сплошные (Q2 = 0.5) и штриховые (Q2 = –1)кривые на рис. 4.2 пред-

ставляют собой узловые линии волн ζ3. Узловым линиям волн ζ3, ζ2, ζ1 в 

случае Q2 = 1 отвечают тонкие сплошные, жирные сплошные и 

штрихпунктирные кривые на рис. 4.3, 4.4. Качественно такие же волно-

вые картины образуются и при отсутствии сжимающих и растягиваю-

щих усилий (Q2 = 0). Однако диапазоны изменения скорости υ, при ко-

торых они имеют место, меняются с изменением Q. Меняются и вели-

чины угловых зон, где генерируются волны ζ1, ζ2, ζ3. Влияние сжимаю-

щих и растягивающих усилий на величину угла γ0 характеризуется за-

висимостями, представленными на рис. 4.5, а, а на величины углов γ1, 

γ2, γ3 – на рис. 4.5, б. Кривые по порядку сверху вниз на рис. 4.5, а отве-

чают скоростям перемещения возмущений, равным 10, 11, 15, 20, 35 

м/c. Штриховые (Q2 = –1.9), сплошные (Q2 = 0) и штрихпунктирные 

(Q2 = 1) кривые 1–3 соответствуют на рис. 4.5, б углам γ1, γ2, γ3. Круж-

ками помечены значения γ1,2, отвечающие скорости υ1. Отметим при 

этом, что γ1 = γ3 = π/2 при υ = ,gH  γ0 = π/2 при υ = υ0. 
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Из данных рисунков следует, что угол γ0 при растяжении больший, 

чем при сжатии и при Q2 = 0. Величина угла γ3 практически не зависит 

от изменений Q2. Что касается углов γ1 и γ2, то они растут с увеличением 

растягивающего усилия и убывают с ростом сжимающего. Следова-

тельно, при υ > gH  большему сжимающему (растягивающему) уси-

лию отвечает меньшая (большая) угловая зона за движущимися возму-

щениями, в которой амплитуда волн имеет порядок не ниже R–1. Об-

ласть γ3<|γ|<γ2, где генерируются волны ζ2 совместно с ζ3, уменьшается 

при увеличении растягивающего усилия и расширяется с увеличением 

усилия сжатия. 

Если υ0 < υ < gH , то увеличение растягивающего (сжимающего) 

усилия приводит к расширению (сужению) области образования попе-

речных волн ζ1. При этом область γ1 < |γ| < γ2, в которой образуются по-

перечные ζ1, продольные ζ2 и изгибные ζ3 волны, уменьшается с ростом 

растягивающего усилия и увеличивается с ростом усилия сжатия. 

С изменением Q2 уменьшается и расстояние l вдоль оси х от обла-

сти возмущений до первого гребня впереди бегущей волны ζ3 и позади 

бегущей волны ζ1. При h = 0.2 м это иллюстрируется соответственно 

штриховыми и сплошными линиями на рис. 4.6. По порядку сверху вниз 

сплошные линии отвечают скоростям перемещения возмущений 20, 15, 

10 м/c, а штриховые – скоростям 10, 20, 35 м/c. Значения l, помеченные 

треугольниками и кружками, характеризуют расстояния при величине 

Q2, отвечающей критическим скоростям υ1 и υ0. Видно, что с увеличе-

нием сжимающего усилия расстояние от первого гребня волны ζ1 до об-

ласти возмущений растет, а с увеличением растягивающего усилия 

убывает. Расстояние от первого гребня волны ζ3 до области возмущений 

имеет обратную зависимость от изменений Q. 

 

4.2 Развитие колебаний плавающей упругой равномерно растянутой  

ледяной пластины 

 

Пусть по поверхности пластины перемещается с постоянной скоро-

стью υ нагрузка (4.1). Рассмотрим влияние равномерного растяжения на 

неустановившиеся изгибно-гравитационные корабельные волны, считая 

движение жидкости потенциальным, а скорости движения частиц жид-

кости и прогиб пластины ζ малыми. С учетом равномерного растяжения 

в системе координат х1, у, связанной с движущейся областью давлений, 

задача сводится к решению уравнения Лапласа (4.2) для потенциала 

скорости φ с граничными 
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ζ и φ связаны кинематическим условием ζt = φz – υζx при z = 0. Все дру-

гие обозначения приведены в (4.3). 

С помощью преобразования Фурье по х1, у и Лапласа по t из (4.2), 

(4.14), (4.15) для ζ получим в осесимметричном случае интегральное 

представление 
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)(* rf  – трансформанта Фурье функции f (R). Отсюда методом стацио-

нарной фазы для больших значений R и t найдем асимптотическое вы-

ражение 
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В случае gH  










,,;0,,0,0

,,,

23232

2322

2
tuRR

tuR
 (4.22) 

а 3  имеет такой же вид, что и для gH1 . Здесь 
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r0 и r3 – положительные корни уравнений 0)(01  r  и 0)(3  r  соответ-

ственно, αk – положительные корни уравнения tg γ = τ2(r) при k = 1, 2, 3 

и уравнения 0)(2  r  при k = 4, 5; штрих означает производную по r. 

Число корней уравнений 2tg   и 0)(2  r  зависит от скорости 

перемещения давлений. Распределение корней по γ и υ качественно та-

кое же, как и при отсутствии растягивающих усилий. Для υ0 < υ < υ1 

уравнение tg γ = τ2 имеет только один корень α3, а 0)(2  r . Один корень 

имеет это уравнение и при gH1 , если 0 < γ < γ2 или γ1 < γ < π. 

Ими являются α1 и α3 соответственно, а 0)(2  r  в двух точках α4 и α5. В 

случае gH1  и γ2 < γ < γ1 рассматриваемое уравнение имеет три 

корня α1, α2, α3. Если же gH , то tg γ = τ2 при γ2 < γ < π в одной (α3), а 

при γ2 < γ < γ3 в двух (α2, α3) точках. Для 0 < γ < γ2 это уравнение не име-

ет действительных корней. Уравнение 0)(2  r  при скоростях gH  

имеет только один действительный корень α5. Отметим, что 

r1 < α1 < α4 < α2 < α5 < α3 < r2, где r1,2 – положительные корни уравнения 

τ01 = υ. Кроме того, α1 = α4 = α2 при γ = γ1, α2 = α5 = α3 при γ = γ2. 

Из формул (4.17) – (4.22) следует, что колебания ледяной пластинки 

и волновое движение жидкости под ней формируются одной ζ3, если 

υ0 < υ < υ1, двумя ζ2, ζ3 при gH  или тремя ζ1, ζ2, ζ3 для 
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gH1  системами волн. Их амплитуды затухают с расстоянием R 

как R/1 . 

Волны ζ3 изгибные, обусловленные упругими силами пластинки. 

Они распространяются впереди давлений и участвуют в формировании 

волнового следа за ними. Гребни волн ζ3 на большом удалении от оси х 

направлены под углом 212
00 ]1)/arctg[(  . Поперечные ζ1 и про-

дольные ζ2 гравитационные корабельные волны образуются в волновом 

следе за давлениями. Волны ζ1, возникающие при gH1 , сосре-

доточены внутри сектора с углом |γ| < γ1, а волны ζ2 внутри секторов, 

симметрично расположенных относительно оси перемещения давлений, 

с углами γ2 < |γ| < γ1 для gH1  и γ2 < |γ| < γ3 для gH . При 

фиксированных υ, Q и заданных характеристиках пластины величины 

указанных углов не меняются с течением времени, а границы секторов, 

занятых каждой из волн, перемещаются в радиальном направлении со 

скоростями иk. Эти границы характеризуют передние фронты соответ-

ствующих волн. При gH  в волновом следе есть и зона |γ| < γ2 в ко-

торой волны с амплитудами порядка R/1  не образуются. Величина 

угла этой зоны для заданной скорости υ определяется характеристиками 

пластины и величиной растягивающего усилия. Отметим, что при от-

сутствии пластины такой зоны в волновом следе нет, так как при этом 

γ2 = 0. 

Для оценки влияния равномерного растяжения на скорости пере-

мещения передних фронтов образующихся волн проводились [68] чис-

ленные расчеты при значениях (4.13). Результаты расчетов при h = 0.2 м 

изображены на рис. 4.7 – 4.9. Так как волновая картина симметрична 

относительно оси х, то узловые линии волн и границы их передних 

фронтов представлены только для y > 0. 

 

Рис. 4.7 
 

На рис. 4.7, а, 4.8, а, 4.9, а приведены фазовые портреты при значе-

ниях скорости 10, 25, 35 м/с из соответствующих интервалов (υ0, υ1), 

(υ1, gH ), ( gH , ∞). Сплошные кривые на рис. 4.7, а отвечают Q1 = 0, а 

штриховые – 
11 DQ  . Из них тонкие характеризуют узловые линии, а 

жирные – границы передних фронтов волн ζ3 при t = 20 c. Сплошные 
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тонкие линии отвечают волнам ζ3 и на рис. 4.8, а, 4.9, а, причем 

рис. 4.8, а иллюстрирует фазовые портреты при Q1 = 0.5 1D , t = 40 c, а 

рис. 4.9, а – при Q1 = 1.9 1D , t = 20 c. Узловые линии волн ζ1 и ζ2 пред-

ставлены соответственно пунктирными и штрихпунктирными кривыми. 

Участки ab и da сплошных жирных кривых на рис. 4.8, а, 4.9, а характе-

ризуют границы передних фронтов волн ζ2 и ζ1, а дуги bc – часть грани-

цы фронта волн ζ3. 

 
а                                                           б 

Рис. 4.8 

 
а                                                б 

Рис. 4.9 
 

Внешние границы фазовых картин, характеризующие линии передних 

фронтов при t = 20 с, представлены на рис. 4.7, б, 4.8, б, 4.9, б для значений 

υ, равных 10, 20, 35 м/с. Сплошные кривые отвечают случаю Q1 = 0. 

Штриховые с двумя точками линии на рис. 4.7, б ниже от сплошной 

соответствуют значениям Q1 = 0.5 1D , Q1 = 1D в порядке возраста-

ния, а на рис. 4.8, б и 4.9, б – значениям Q1 = 1D  и Q1 = 1.9 1D . 

Штриховые линии на рис. 4.8, б образуют с осью х углы γ1 и γ2 (γ1 > γ2) и 

угол γ2 на рис. 4.9, б, причем γ1 и γ2 на рис. 4.8, б обозначены только для 

Q1 = 0. Пунктирная линия на рис. 4.9, б характеризует угол γ3. 

Из данных рисунков следует, что увеличение растягивающего уси-

лия приводит к уменьшению фронтальных скоростей и3, и1 волн ζ3, ζ1. 

Скорость и2 переднего фронта волн ζ2 при этом растет. Величина угла ζ3 

практически не зависит от Q. Углы γ0, γ1, γ2 растут с увеличением растя-

гивающего усилия. Кроме того, численный анализ показал, что при рав-

номерном растяжении значения критических скоростей перемещения υ0 
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и υ1, в окрестности которых меняется характер волнового движения, 

также растут с увеличением Q. 

В случае равномерного сжатия при Q1 < Q0, где Q0 определяется 

выражением приведенном на странице 117 раздела 4.1, волновое дви-

жение имеет качественно такой же характер, как и в случае равномерно-

го растяжения. Оно описывается формулами (4.17)–(4.22) при 

 

l = 1 – Q1r2 + D1r4. 

С увеличением сжимающего усилия углы γ0, γ1, γ2 и скорости υ0, υ1, 

и2 убывают, а скорости и1, и3 растут. Граница переднего фронта волно-

вого движения в условиях равномерного сжатия иллюстрируется 

штрихпунктирными линиями на рис. 4.8, б, 4.9, б для 11 DQ  . 

 

4.3 Развитие изгибно-гравитационных волн в условиях равномерного 

ледового сжатия 

 

Пусть теперь начиная с момента времени t = 0 нагрузка (4.1) пере-

мещается по поверхности равномерно сжатого упругого ледяного по-

крова. 

Исследуем влияние равномерного сжатия на развитие трехмерных 

волн, считая движение жидкости потенциальным, а скорости движения 

частиц жидкости и прогиб льда ζ малыми. 

В системе координат x1, y, связанной с движущейся областью дав-

лений, задача сводится к решению уравнения Лапласа (4.2) для потен-

циала скорости φ со следующими граничными и начальными условиями 
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Здесь Q – сжимающее усилие, а все другие обозначения такие же, 

как и в (4.14). 

Применив для решения задачи комплексное преобразование Фурье 

по горизонтальным координатам x, y и преобразование Лапласа по t, в 

случае осесимметричного распределения давлений получим для возвы-

шения поверхности лед-вода (прогиба льда) выражение (4.16) с той раз-

ницей, что в рассматриваемом случае 4
1

2
11)( rDrQrl  . 

Найдем асимптотическое выражение ζ для больших значений R и t при 

условии 
11 2 DQ  , необходимом для устойчивости пластинки. 
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Пусть 0 < Q1 < Q0 =  4(r4). Применив к (4.16) метод стационарной 

фазы последовательно по θ и ξ, получим 
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Здесь r1, r2 – положительные корни уравнения τ = υr, а n2, n1 и n3, 

n4 – положительные корни уравнений tgγ = –τ1(r) и tgγ = τ1(r) соответ-

ственно, где 0
*

1  . При этом принадлежность стационарных точек 

области интегрирования характеризуется условием 
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Стационарными точками фазовых функций Фk (k = 1, 2) в интегра-

лах I1,2(k = 1), I3,4(k = 2) являются корни уравнений 
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Анализ показал, что поведение функции τ2(r) качественно такое же, 

как и при отсутствии сжимающего усилия [89]. Асимптотическое выра-

жение для ζ в этом случае имеет вид 
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где r0 и r3 – действительные корни уравнений 0r  и 0)(3  rr , со-

ответственно, 0 < r3 < r0. При этом ζ3 = η31 в области (0 < |γ| < π, R < u3t 
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для υ0 < υ < υ1. В случае υ1 < υ < gH  ζ1 = η11 (0 < |γ| < γ1, R < u1t), ζ2 = η21 

(γ2 < |γ| < γ1, R < u2t), η3 = η31 (γ2 < |γ| < π, R < u3t). 

Если υ > gH , то ζ2 = η21 в областях R < u2t угловых зон γ2 < |γ| < γ3, 

а ζ3 = η31 при γ2 < |γ| < π, R < u3t. Здесь 
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где α1, α2, α3 – корни уравнения(4.24) при k = 1, а α4, α5 – уравнения 

τ´2(r) = 0. Причем α4 < α5. 

Пусть Q0 < Q1 < 2 1D . Тогда 
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а Is (s = 1–4) определяются из (4.23). 

В интегралах Is стационарными точками фазовых функций Ф1 

(s = 1, 2, 5) и Ф2 (s = 3, 4, 6) являются корни уравнений (4.24) при k = 1 и 

2 соответственно. 

Если υ0 < υ < υ1, то Ф1 при 0 < γ < π имеет одну (α3), а при –γ2 < γ < 0 

две (α2,α3) стационарные точки. Причем τ´2(r) = 0 только при r = α5. В 

этом случае υ0 определяется формулой (4.25), а υ1 = τ(r5)/r5, 0 < r5 < r6, 

где r5,6 – действительные корни уравнения τ(r) = 0. 

Если υ1 < υ < gH , то τ2(α4) = τ2(α5) = 0, α4 < α5. Уравнение (4.24) 

при k = 1 имеет один (α3), два (α2,α3) или три (α1, α2, α3) корня соответ-

ственно при γ1 < γ < π, –γ2 < γ < 0 или 0 < γ < γ1. 

Для υ > gH  стационарными точками Ф1 будут: α2, α3 в случае 

–γ2 < γ < γ3 и α3 в случае γ1 < γ < π. Причем τ2(α5) = 0. Аналогичным об-

разом можно определить угловые зоны, в которых α1, α2, α3 удовлетво-

ряют уравнению (4.24) и при k = 2. Углы γ1, γ3 определяются формулами 

(4.26), а )(arctg 522  . 

Таким образом, вычисляя Is (s = 1–6) методом стационарной фазы, 

получим 



 

128 

).,()(

),()(),()(

10
1

32

1
1

3210
1

gHRO

gHROORO









 (4.27) 

Здесь ζk = 0 для R > ukt, а при R < ukt 

)2,0;1,0( 2222  jjj ,               (4.28) 

)2,;1,( 2233  jjj ,             (4.29) 

в случае υ0 < υ < υ1. В случае υ1 < υ < gH  ζ3 определяется по формуле 

(4.29), а 

)2,0;1,0( 1111  jjj ,               (4.30) 

)2,;1,( 211222  jjj .          (4.31) 

Если υ > gH , то 

)2,;1,( 233222  jjj ,          (4.32) 

а ζ3 имеет вид (4.29). Вне указанных угловых зон ζk = 0. 

Из формулы (4.25) видно, что при движении области давлений (4.1) 

колебания равномерно сжатого ледяного покрова и волновое движение 

жидкости под ним в случае Q1<Q0 формируются одной (ζ3) если 

υ0 < υ < υ1, двумя (ζ2 ,ζ3) при υ > gH  или тремя (ζ1, ζ2, ζ3) для 

υ1 < υ > gH  системами волн. Их амплитуды затухают с расстоянием R 

как 1/ R . Волны ζ3 обусловлены упругими силами ледяной пластины. 

Гребни этих волн на большом удалении от оси х направлены под углом 

γ0 = arctg[(υ/υ0)2–1]–1/2. Волны ζ1 носят характер поперечных, а ζ2 – про-

дольных гравитационных корабельных волн, деформированных за счет 

сжимающего усилия, упругих и массовых сил ледяного покрова. 

Фазовые портреты образующихся волн качественно такие же, как и 

при Q = 0. Границы областей, занятых волнами ζk, в соответствующих 

угловых зонах, перемещаются в радиальном направлении со скоростью 

uk. Они характеризуют передние фронты волн ζk. При υ > gH  в волно-

вом следе за давлениями есть и зона ׀γ| < |γ2| с амплитудами колебаний, 

имеющими порядок затухания не ниже 1/R. Она уменьшается с увели-

чением сжимающего усилия, и при Q1 = Q0 весь волновой след покры-

вают волны, затухающие как 1/R. При отсутствии льда такой зоны нет, 

так как при этом γ2 = 0. 

Проведенный численный анализ [66] показал, что углы γ0, γ1, γ2 

уменьшаются с увеличением сжимающего усилия. Следовательно, для 

υ > gH  угловые зоны γ2 < γ < γ3 волнового следа, покрытые волнами 

ζ2 ζ3, при этом расширяются по сравнению со случаем Q = 0. Для 

υ1 < υ < gH  увеличение Q приводит к расширению зон γ2 < |γ| < γ1 c 

волнами ζ1, ζ2, ζ3. Значения критических скоростей υ0 и υ1, в окрестно-

стях которых меняется характер колебаний, убывает с ростом Q. Боль-
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шему сжимающему усилию отвечают и большие скорости и1, и и3 пе-

редних фронтов волн ζ1, ζ3. Фронтальная скорость и2 волн ζ2 убывает с 

ростом Q. Чем больше цилиндрическая жесткость ледяной пластины, 

тем больше и величина Q0. 

При Q0 < Q < 2 1D  колебания ледяной пластины и жидкости фор-

мируются, как следует из формул (4.27) – (4.32), волнами ζ1, ζ2, ζ3, если 

υ1 < υ < gH , и волнами ζ2, ζ3, если υ0 < υ < υ1 или υ > gH . Из них ζ3 

распространяются как перед областью давлений, так и за ней. Волны ζ1 

и ζ2 вместе с ζ3 формируют волновой след за областью. При этом в вол-

новом следе левая и правая угловые зоны для ζ1 симметрично располо-

жены по разные стороны от линии перемещения области. Левая и пра-

вая угловые зоны волн ζ3, образующихся за областью, для υ0 < υ < υ1, 

υ1 < υ < gH , υ > gH  так же, как и волн ζ2 для υ1 < υ < gH , 

υ > gH , заходят за эту линию, частично перекрывая друг друга. 

На рис. 4.10 – 4.14 приведены фазовые портреты колебаний и их 

внешние границы, характеризующие линии передних фронтов образу-

ющихся волн. Они получены в случае h = 0.2 м и значений (4.13). При 

этом рис. 4.10, 4.13 даны для υ = 5 м/с, рис. 4.11, 4.14 – для υ = 10 м/с, а 

рис. 4.12 – для υ = 35 м/с. Из них рис. 4.10, 4.11, 4.13, 4.14 отражают 

волновую картину через t = 20 c, а рис. 4.12 – через t = 6 c при 

Q1 = 1,9 1D . Значения скорости 5 и 35 м/с удовлетворяют условиям 

υ0 < υ < υ1 и υ > gH  соответственно. Условию υ1 < υ < gH  удовле-

творяет скорость 10 м/с, при которой γ1 < γ2. В случае γ1 > γ2 фазовая 

картина в качественном отношении такая же, как и при γ1 < γ2. 
 

            
Рис. 4.10                                             Рис .4.11 

 

Отметим, что υ0 = 1.9 м/с и υ1 = 7.1 м/с при рассматриваемых парамет-

рах и Q1 = 1.9 1D . Увеличение Q приводит к уменьшению υ0 и росту υ1. 

На Рис. 4.10 – 4.12 прямые штрихпунктирные линии с одной, двумя 

и тремя точками ограничивают углы γ1, γ2, γ3 соответственно. На 

рис. 4.10 кривые 1 отвечают узловым линиям волн ζ3, возбуждаемым 
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перед областью давлений; кривые 2 и 4 – узловым линиям волн ζ3 и ζ2, 

распространяющимся только за давлениями в волновом следе; кривая 3 

представляет передние фронты возникающих волн. Аналогичные обо-

значения приняты и на рис. 4.11, 4.12. Кроме того, на рис. 4.11 пунктир-

ными кривыми иллюстрируются узловые линии волн ζ1. Причем для 

волн ζ1 приведены все узловые линии, для волн ζ2, ζ3 (линия 2) они даны 

через одну, а для волн ζ3 (линия 1) – через три. 

 

 
Рис. 4.12                                 Рис. 4.13                   Рис. 4.14 

 

Зависимость скоростей передних фронтов волн от величины сжи-

мающего усилия для υ0<υ<υ1, υ1 < υ < gH  иллюстрируется рис. 4.13 и 

4.14 соответственно. Здесь сплошные, штриховые и штрихпунктирные 

кривые изображают границы фронтов при t = 20 c для Q1, равного 

1.9 1D , 1.8 1D , 1.7 1D . В случае υ > gH  очертания границ фрон-

тов волн ζ2, ζ3 и их зависимость от изменений Q в качественном отно-

шении такие же, как и при υ < gH . 

Выполненный анализ показал, что вне угловых зон волнового следа 

фронтальная скорость и3 волн ζ3 растет с увеличением сжимающего 

усилия. С увеличением Q растет и фронтальная скорость и1 волн ζ1, воз-

никающих в случае υ1 < υ < gH . Аналогичная зависимость от Q ха-

рактерна и для скорости и2 волн ζ2, генерируемых при υ0 < υ < υ1, 

υ1 < υ < gH . Для этих диапазонов изменения υ большему Q отвечает и 

большая скорость удаления границы области волнового следа, где про-

исходит наложение левых и правых угловых зон волн ζ3, возникающих 

за областью давлений. Скорость же перемещения в волновом следе гра-

ницы области с волнами ζ3 убывает с ростом Q. Данная граница являет-

ся и внешней границей колебаний, формируемых в следе волнами ζ2 

совместно с ζ3. Скорость ее перемещения при увеличении Q уменьшает-

ся и в случае υ > gH . При этом в зоне |γ| < γ2 скорость движения 

внешней границы, покрытой волнами ζ3 убывает, а волнами ζ2 – растет с 

увеличением сжимающего усилия. 
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4.4. Пространственная структура поля скорости горизонтальных  

волновых течений под ледяным покровом 

 

Рассмотрим горизонтальные волновые течения, генерируемые в 

жидкости конечной глубины Н движущейся по дрейфующему ледяному 

покрову нагрузкой постоянной интенсивности. Нагрузка вида (4.1) пе-

ремещается вдоль оси х со скоростью . Лед дрейфует в направлении, 

составляющем с осью х угол . Компоненты вектора скорости потока в 

системе координат, связанной с движущейся областью давлений, равны 

соответственно 

,sin;cos  UUUU yx                                (4.33) 

где U – модуль вектора скорости потока. 

Проведем анализ пространственного распределения амплитуд ско-

ростей горизонтальных волновых течений, обусловленных генерируе-

мыми в жидкости изгибно-гравитационными поверхностными волнами 

[49]. В предположении потенциальности движения жидкости задача о 

возмущениях малой амплитуды сводится к решению уравнения Лапласа 

(4.2) с граничными 
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и начальными (4.15) условиями. 
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а все другие обозначения такие же, как и в (4.3). 

Применяя метод интегральных преобразований Фурье по простран-

ственным координатам и преобразование Лапласа по времени при осе-

симметричном распределении давлений из (4.2, 4.34, 4.15) в полярных 

координатах для продольной и1 и поперечной и2 составляющих скоро-

сти волновых возмущений жидкости, получим выражения 
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1  krHrgrQrDl  

)(* rf  – трансформанта Фурье функции f (R). 

Волновые возмущения потока U, направленного под углом α к оси 

х, вдоль которой со скоростью  перемещается нагрузка, аналогичны 

возмущениям, генерируемым при отсутствии потока областью, движу-

щейся со скоростью 2122 ])sin()cos[(  UU  в направлении, со-

ставляющем с осью х угол )]cos/()sinarctan[(  UU . Исходя из 

этого, осуществим поворот системы координат на угол β, обеспечивая 

тем самым симметричность волновой картины относительно новой оси 

абсцисс. Тогда составляющие скорости и1,2 волновых возмущений жид-

кости характеризуются формулами (4.35) при .cos1
* U  

Для установившихся колебаний после вычисления интегралов I1,2 

методом контурного интегрирования при  > 0 найдем: 
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здесь 0 – минимум фазовой скорости свободных изгибно-гравитационных 

волн. При  < 0 движущаяся нагрузка не возбуждает волновые движения. 

Проведем асимптотический анализ выражений (4.36) методом стационарной 

фазы [111] в случае сосредоточенной нагрузки, которой, в частности, можно 

аппроксимировать воздействие на лед низко летящего самолета [169]. В ре-

зультате получим: 
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  sin1(cos)(,/,/ 2
1100032 rrprp nn , 

где r0 – действительный корень уравнения 0)(  r . Штрих означает 

производную по r. 
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Для количественной оценки скорости горизонтальных волно-

вых течений, обусловленных возбуждаемыми в жидкости изгибно-

гравитационными волнами, проводились численные расчеты по 

формулам (4.37). При этом скорость перемещения нагрузки выби-

ралась из интервалов, охватывающих возможные режимы генера-

ции возмущений с различными волновыми структурами, формиру-

емыми изгибными и гравитационными волнами типа корабельных. 

Погрешность полученных таким образом оценок скорости волно-

вых течений даже в окрестности первого гребня изгибных волн не 

превышает 20%, причем с увеличением  она убывает [92]. 

При численных расчетах величины 11 ,,,,,, pHhE   полагались 

равными 5∙109 H/м2, 1/3, 917 кг/м3, 2.5 м, 1024 кг/м3, 350 м, 1.25∙10–3 м, 

что соответствует условиям посадки самолета весом 160 т на ледовый 

аэродром в районе McMurdo (Антарктика) [169, 190]. Расчеты выполня-

лись как с учетом, так и без учета силы ледового сжатия. Изолинии на 

рис. 4.15 иллюстрируют распределение скорости волновых течений 

(см/c) вблизи поверхности лед-вода при  = 25 м/c (рис. 4.15, а) и 

 = 50 м/c (рис. 4.15, б). Ввиду симметричности волновых картин отно-

сительно трассы перемещения нагрузки они приведены лишь для верх-

ней полуплоскости. Так как при малых значениях  погрешность метода 

стационарных фаз даже в окрестности первого гребня гравитационных 

волн в следе за давлениями не превышает 10%, то на рис. 4.15, а даны 

изолинии и для изгибных (перед нагрузкой) и для изгибно-

гравитационных (за нагрузкой) волн. В случае  = 50 м/c приведено по-

ле скорости только изгибных волн вне зоны волнового следа (где, кроме 

них, генерируются продольные и поперечные гравитационные кора-

бельные волны), так как в области трехволновых возмущений примене-

ние метода стационарных фаз может привести к существенным погреш-

ностям. Пространственное распределение амплитуды скорости течений 

у границы лед-вода при  = 30 м/c показано на рис. 4.16. Из рис. 4.15, 

4.16 видно, что величины скорости течений перед нагрузкой больше, 

чем на таком же расстоянии вдоль трассы за ней (рис. 4.15, а, 4.16). С 

удалением от трассы следования давлений величина и убывает, причем 

тем быстрее, чем больше скорость  (рис. 4.15, а). Ледовое сжатие уве-

личивает значение скорости, меняя при этом и кривизну ее изолиний. 

Они вытягиваются (рис. 4.17, а) вдоль трассы, что характеризует усиле-

ние интенсивности течений, обусловленных изгибными волнами за дав-

лениями на параллельных трассе направлениях. Затухание течений с 

глубиной перед и за давлениями различное. Меняется оно и с удаление 

от курса следования нагрузки. Волновая картина на рис. 4.17, б постро-

ена для горизонта залегания z = –50 м и условий генерации, соответ-
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ствующих рис. 4.15, а. Горизонтальные скорости гравитационных волн 

убывают с глубиной медленнее, чем скорости изгибных, наиболее 

быстрое затухание которых происходит непосредственно под трассой. 
 

 

Рис. 4.15 

 
 

 
Рис. 4.16 

 

Приведем теперь результаты количественного анализа влияния 

условий генерации на величину первого от нагрузки максимума скоро-

сти течений в окрестности трассы. Амплитуда горизонтальной скорости 

гравитационных волн монотонно убывает с увеличением , обращаясь в 
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нуль при gH . Для волн, обусловленных изгибной жесткостью 

льда и распространяющихся перед нагрузкой, амплитуда скорости тече-

ний вблизи поверхности лед-вода как функция  может иметь локаль-

ный минимум, после которого распределение и по  близко к линейно-

му. Это иллюстрируют графики на рис. 4.18, где зависимость и() для 

изгибных и гравитационных волн характеризуются соответственно ли-

ниями 1, 2. Сплошные, штриховые, штрихпунктирные и пунктирные 

линии отвечают величинам 11 DQ , равным 0, 1, 1.5, 1.9. Кружками 

отмечены значения амплитуды и при  , превышающей 0 на 5%. 
 

 
Рис. 4.17 

 

 

Рис. 4.18 
 

Ледовое сжатие уменьшает минимум и, смещая его в сторону 

меньших значений . Уменьшается min u и с ростом толщины льда. Од-

нако в этом случае для больших h он достигается на более высоких ско-
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ростях движения нагрузки. Это видно из сопоставления численных зна-

чений амплитуд, представленных при отсутствии ледового сжатия для 

горизонта z = 0 в таблице 4.1, где * отвечает скорости нагрузки, при ко-

торой достигается минимум и. Величины 0 и * для толщин льда 2, 3, 4, 

5 м равны соответственно 201, 233, 259, 281 м/c и 28.6, 32.9, 36.7, 

39.5 м/c. Влияние ледового сжатия сказывается и на разности 

,0
*   которая на интервале 11 20 DQ   может иметь выра-

женный максимум. На больших глубинах он достигается при меньших 

Q1. При фиксированном Q1 величина ∆ растет с погружением. Это сле-

дует из сравнения графиков на рис. 4.19, где приведена зависимость ∆ 

от ледового сжатия и глубины погружения при h = 2.5 м. Кривые по по-

рядку снизу вверх относятся к глубинам 0, 1, 2, 3, 4.5 м. Отметим, что 

наличие минимума и() изгибных волн имеет место в достаточно тон-

ком (~5 м для рассматриваемых условий) приповерхностном слое воды. 

По мере продвижения вглубь жидкости величины тангенсов углов 

наклона линейных участков кривых 1 (рис. 4.18) относительно положи-

тельного направления оси абсцисс уменьшаются, переходя через нуль в 

области отрицательных значений. При этом функция и() становится 

монотонно убывающей и для гравитационных, и для изгибных волн. 

Таблица 4.1 

h, м 
, м/c 

* + 30 40 50 

2 2.05 1.64 1.66 1.74 1.84 

3 0.96 0.76 0.78 0.79 0.83 

4 0.56 0.45 0.48 0.43 0.47 

5 0.37 0.29 0.35 0.30 0.31 

      

 
Рис. 4.19 

 

Как для изгибных, так и для гравитационных волн характерен рост ам-

плитуды горизонтальных волновых течений и с увеличением ледового 

сжатия. Причем на течениях, обусловленных гравитационными волна-
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ми, это проявляется в большей мере. Зависимость скорости течений и от 

величины сжимающих усилий для изгибных и гравитационных волн ха-

рактеризуется соответственно сплошными и штриховыми линиями на 

рис. 4.20. Номера линий 1, 2, 3, 4 представляют зависимость )/( 11 DQu  

на горизонтах 0; 10; 25; 50 м. 

 
 

Рис. 4.20 
 

Таким образом, рассмотрены горизонтальные волновые течения, 

возбуждаемые в покрытой льдом жидкости конечной глубины движу-

щейся областью постоянного давления. Выявлены зависимости про-

странственного распределения поля горизонтальных волновых скоро-

стей от ледовых условий и скорости движения области давлений. Пока-

зано, что во всей толще жидкости скорость волновых течений, обуслов-

ленных гравитационными волнами, монотонно убывает с увеличением 

скорости движения нагрузки. В приповерхностном слое жидкости ско-

рость горизонтальных течений, вызванных изгибными волнами, как 

функция скорости перемещения нагрузки имеет минимум. Рост толщи-

ны льда, как и ослабление ледового сжатия, смещает положение мини-

мума в сторону больших значений скорости движения нагрузки. На 

больших глубинах характер рассматриваемой зависимости для изгиб-

ных волн такой же, как и для гравитационных. Ледовое сжатие увели-

чивает скорость горизонтальных волновых течений, причем это влияние 

проявляется в большей степени в следе за областью давлений. Для гра-

витационных волн скорость волновых течений убывает с глубиной мед-

леннее, чем для изгибных, наиболее быстро затухающих непосред-

ственно под трассой движения нагрузки. 

 

4.5 Генерация изгибных деформаций ледяного покрова при движении 

сосредоточенной нагрузки по сложной траектории 

 

В реальных условиях нагрузка может перемещаться и по криволи-

нейной траектории. Такой нагрузкой, в частности, является самолет, 
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разворачивающийся перед посадкой на ледовую полосу или непосред-

ственно после взлета. При этом нагрузка становится более сосредото-

ченной по мере снижения самолета [169]. Кроме того, техническим 

средством, генерирующим колебания ледяного покрова, может быть 

взлетающий или летающий на небольшой высоте вертолет. Он создает 

возмущение атмосферного давления типа вихревого образования в об-

ласти, движущейся под вращающимися лопастями надо льдом. Колеба-

ния ледяного покрова могут возбуждаться также и движущимися атмо-

сферными образованиями циклонического вида. 

Рассмотрим задачу о изгибных колебаниях ледяного покрова, воз-

буждаемых сосредоточенной нагрузкой 

)sin(),cos(),()( 0000000  trytrtxyyxxpp , (4.38) 

движущейся с постоянной угловой скоростью ω по окружности радиуса 

r, центр которой перемещается прямолинейно [44, 166] с постоянной 

скоростью . В начальный момент времени (t = 0) нагрузка находится в 

точке (rcosφ0, rsinφ0) на окружности. 

Считая движение жидкости потенциальным, а волновые скорости 

ее частиц и амплитуды безотрывных колебаний пластинки – малыми, 

приведем задачу к решению уравнения Лапласа (4.2) 

с граничными 

HzzpgD ttt  ,0;0,,/ zz1t1
4

1    (4.39) 

и начальными (4.15) условиями. Здесь обозначения те же, что и в (4.3). 

Применяя для решения задачи (4.2), (4.15), (4.38), (4.39) комплекс-

ное преобразование Фурье по переменным x, y, в системе координат, 

связанной с центром круговой траектории, получим уравнение 
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где 
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 sincos,0 kkkkt yx и  – переменные преобразования 

Фурье, *  и *
1p  – трансформанты Фурье для ζ и p1 соответственно. 

Используя известное для exp(–irkcosα) разложение в ряд по функ-

циям Бесселя [4, 101], из (4.40) после удовлетворения начальным усло-

виям в полярных координатах для изгиба ледяной пластинки (возвыше-

ния поверхности лед-вода) имеем выражение 
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0,,sin,cos nRyRx   – символ Кронекера. 

На пути интегрирования по θ могут быть особенности в точках 

θ = θln (l = 1, 2, …, 8), где θ1n = arccosτ1n, θ2n = –θ1n, θ3n = π–θ1n, θ4n = π+θ1n, 

θ5n
 = arccosτ2n, θ6n = – θ5n, θ7n = π– θ5n, θ8n = π+ θ5n, τsn = (k)–1[τ+(–1)snω] 

(s = 1, 2). 

Плюсы θln (l = 1, …, 4) располагаются на отрезке [–π/2, 3π/2] дей-

ствительной оси θ, если .12
1  n  При этом условии волновое число k из-

меняется в интервале (k1, k2) при выполнении одного из неравенств 

.,, 02010 n                                (4.42) 

Если 

,, 02010 n                                   (4.43) 

то условию 12
1  n  соответствуют два интервала изменения волнового 

числа: (k1, 
*
1k ) и ( 2

*
2,kk ). 

Действительные полюсы θln(l = 5,…,8) существуют на оси θ при 

12
2  n , если 

03 .                                              (4.44) 

Волновое число k при выполнении (4.44) изменяется в интервале (k3, k4). 

В случае  < 03 полюсы на действительной оси θ отсутствуют при любом 

действительном значении k, так как 12
2  n . Если n = 0 при 12

2  n , а  > С, 

то k3 = 0. Здесь σ0 = [β2τ(β1) – β1τ(β2)](β2 – β1)–1, 01=τ1n(β2), С = (gH)1/2, 

02 = τ1n(β1), 03 = τ2n(β3), 0)()()( 3
*
22

*
11

*
1  nnn , 1

*  snsn  

),2,1( s ,/)/1(1 k  2
*
2

*
11 ,,, kkkk – положительные корни уравнения 

τ1n = 1, а k3 (если n ≠ 0 или n = 0,  ≤ С) и k4 – уравнения τ2n = 1. 

Выберем обходы полюсов θln в комплексной плоскости таким обра-

зом, чтобы выполнялось неравенство Re(–iktcosθ) < 0. Это обеспечит 

затухание N1 и N2 и установление периодической со временем волновой 

картины, характеризуемой интегралом (4.41). Так как , k и t положи-

тельные, то θln обойдем сверху при нечетном и снизу при четном значе-

нии l. Полученные контуры интегрирования обозначим через Lmn и за-

пишем (4.41) в виде 
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где контуры L1n обходят полюсы θln (l = 3, 4, 5, 6), а L2n – полюсы θln 

(l = 1, 2, 7, 8). Интегрирование по волновому числу проводится вдоль 

отрезков *
mnL  действительной оси k, являющихся областями определе-

ния полюсов θln при выполнении условий (4.42) – (4.44). 

Дополним контуры Lmn до замкнутых с учетом условий 

,0)])1(cos(Re[,0)])1((Re[  ntkini mm  

обеспечивающих ограниченность интегралов I1mn и I2mn при R→ ∞. 

Внутри каждого из полученных замкнутых контуров при фиксирован-

ных m и n содержатся одни и те же полюсы, если sign [kRsin(θ – γ) + 

(–1)mn]=sign[kRsin(θ – γ) + (–1)mn – ktsinθ]. 

Это равенство выполняется при R > Rmn+Ut или R < Rmn–Ut (Rmn = 

(–1)m+1n/[ksin(θ – γ)], U = υ|sinθ/sin(θ – γ)|)Для таких условий I1mn и I2mn 

компенсируют друг друга с точностью до возмущений, затухающих с 

расстоянием как O(R–1). Вычеты в соответствующих полюсах θln пред-

ставляют периодическое волновое движение в областях 0 ≤ R ≤ Rmn+Ut, 

если t ≥ tn = n/(kυ )sin , и в областях Rmn – Ut ≤ R ≤ Rmn+Ut, если Rmn ≥ 0 и 

t < tn. Следовательно, величина U = Uln является скоростью переднего 

фронта возмущений, характеризуемых полюсом θ = θln. 

Применяя теорему о вычетах, из (4.45) получим 
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где для фиксированного n выражение K1n имеет вид 
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при выполнении условий (4.42) и (4.43) соответственно. Если  < 03, то 

K2n = 0, а при условии (4.44) 
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Значению l полюса θln отвечают j, m, s из табл.4.2 

                                      Таблица 4.2 

l j m s l j m s 

1 1 2 1 5 1 1 2 

2 2 2 1 6 2 1 2 

3 2 1 1 7 2 2 2 

4 1 1 1 8 1 2 2 
 

Используя представление ),4/2/cos()/2()( 21  nkrrkkrJ n  запи-

шем выражение для Gln в виде 
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и проведем анализ интегралов (4.46) методом стационарной фазы. В ре-

зультате для амплитуды возмущений вдоль линии постоянной фазы по-

лучим выражение 
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                        (4.47) 

а уравнение линии постоянной фазы запишем в виде 
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k изменяется на соответствующих условиям (4.42)–(4.44) интервалах 

определения полюсов θln, которым отвечают s и j из табл. 4.2, N – номер 

рассматриваемой линии от начала координат; πξ0 – ее фазовый сдвиг, 

определяемый знаком Z(k); *n – целая часть n/4; q принимает значения 1 и 2. 

Анализ полученного решения показал, что структура и характер 

возбуждаемого периодического волнового движения определяются 

главным образом изгибной жесткостью пластинки, угловой и поступа-

тельной скоростью перемещения нагрузки. 

Для каждой фиксированной моды с номером n существуют семь 

критических значений скорости поступательного движения нагрузки 

(01, 02, 03, 10, 11, 12, C) и одна ее критическая угловая частота σ0, 

при переходе через которые меняются характер и структура периодиче-

ских возмущений. Из них величины σ0, 01, 02, 03, C те же, что и в 

(4.42) – (4.44), а для 10, 11, 12 справедливы формулы 

,)]([,)]([,)]([ 21
8510

21
6412
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987654 ,,   

(штрихи означают производные по k). 

В зависимости от условий генерации может возбуждаться от одной 

до семи ( *i =1,…,7) пар (q = 1 и 2) волновых систем; *i = 1, 5 соответ-

ствует гравитационным поперечным, а *i =2, 6 – гравитационным про-

дольным волнам типа корабельных. Волны с *i = 3, 7 изгибные, обу-

словленные жесткостью пластинки; *i = 4 отвечает системам волн спи-

ралевидной формы, обусловленным угловой скоростью перемещения 

давлений. В (4.48) *i = 1, …, 4 соответствует s = 1, а *i = 5,…, 7 – s = 2. 

Для гребней гравитационных продольных волн  0 = –1/4. 

Границам угловых зон волновых систем на фазовой картине соот-

ветствуют каустики, спад амплитуд вдоль которых происходит по зако-

ну R–1/3. Их можно определить по точкам излома линий постоянной фа-

зы, происходящих при Z(k) = 0 и отвечающих переходу на новую систе-
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му. С удалением от нагрузки в области R ≥ r углы растворов зон волно-

вых возмущений, обусловленных подсистемами q = 1, 2 каждой пары *i , 

асимптотически приближаются к величинам ),(arctg 212   

),(arctg 3211   )(arctg),(arctg 1114222   для ,0211   

)(arctg 113   для )0(arctg, 21202   для ,0n  ,c  

,0)()()()( 42322111  ., 4321   

Их соответствие номеру *i  приведено в табл.4.3 (s = 1) и 4.4 (s = 2), 

характеризующих фазовую структуру волновых возмущений в области 

R ≥ r. 

Зависимость величин γ1, γ2, γ3, γ11, γ22, характеризующих угловые 

зоны обусловленных модой n установившихся возмущений, и критиче-

ских значений 01, 02, 03, 10, 11, 12 скорости перемещения нагрузки 

от nω такая же как и от частоты пульсации σ поступательно движущего-

ся источника переменной интенсивности. 
 

                                                                                      Таблица 4.3 

 γ(±2π) *i  nω 

0 <  < 01 0 ≤ γ ≤ 2π 4 

0<nω<σ0 

01 <  < 11 0 ≤ γ ≤ 2π 3, 4 

11 <  < 02 

-γ2 < γ < γ2 1, 4 

-γ1≤γ≤-γ2 1, 2 

γ2≤γ≤γ1 3, 4 

γ1<γ<2π-γ1
 3, 4 

02 <  < 10 

–γ2<γ<γ2 4 

–γ3 ≤ γ ≤ –γ2 

γ2 ≤ γ ≤ γ3 

2, 3, 

4 

γ3 < γ < 2π–γ3 3 

 > 10 

–γ2 ≤ γ ≤ γ2 1 

–γ1 ≤ γ ≤ –γ2, 

γ2≤γ≤γ1 

1, 2, 

3 

γ1 < γ < 2π–γ1 3 

0 <  < 11 0 ≤ γ ≤ 2π 4 

nω>σ0 
 > 11 

–γ2≤γ≤γ2 4 

–γ3 ≤ γ ≤ –γ2, 

γ2 ≤ γ ≤ γ3 

2, 3, 

4 

γ3 < γ < 2π–γ3 3 
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                                                                                  Таблица 4.4 

 γ(±π/2) *i  nω 

 < 03 0 ≤ γ ≤ 2π – 

nω ≥ 0 

03 <  < 12 0 ≤ γ ≤ 2π 7 

12 <  < C 

-γ22 < γ < γ22 5 

-γ11 ≤ γ ≤ –γ22, 5,6 

γ22 ≤ γ ≤ γ11 7 

γ11 < γ < 2π–γ11 7 

 > C 

-γ22 ≤ γ ≤ γ22 5 

nω > 0 
-γ11 ≤ γ ≤ –γ22, 5,6 

γ22 ≤ γ ≤ γ11 7 

γ11 < γ < 2π–γ11 7 

-γ12 ≤ γ ≤ γ12 – 

nω = 0 
-γ11 ≤ γ ≤ –γ12, 6,7 

γ12 ≤ γ ≤ γ11  

γ11 < γ < 2π–γ11 7 

 

Фазовая структура возмущений, обусловленных каждой парой воз-

буждаемых волновых подсистем первой и второй моды, анализирова-

лась по выражениям (4.48) для Е, , ρ1 из (4.13). При этом глубина бас-

сейна 103 м, толщина ледяного покрова 2 м и плотность воды 103 кг∙м–3. 

Радиус траектории перемещения нагрузки r = 102÷103 м, ее поступа-

тельная скорость  = 10–1÷40 м∙с–1, угловая скорость ω = 5∙10–2÷10–1 с–1 

при φ0 = 0 для различных фаз периода колебаний. Поступательное дви-

жение нагрузки осуществляется в отрицательном направлении оси х, а 

вращательное – по часовой стрелке. 

Анализ показал, что при значениях , удовлетворяющих неравен-

ствам 01 <  < 02, nω < σ0 или 11 <  < c, nω > 0, структура генерируе-

мых волновых возмущений является суперпозицией семи пар волновых 

подсистем. 

Их фазовые картины приведены на рис. 4.21 – 4.23 для  = 40 м∙с–1, 

ω = 5∙10–2с–1, r = 3∙102 м и фазы вращения нагрузки π. На этих рисунках 

изображены линии постоянных фаз (гребней) спиралевидных ( *i = 4, 

рис. 4.21), гравитационных поперечных, продольных корабельных и из-

гибных волн ( *i = 1,…,3, рис. 4.22; *i = 5,…,7, рис. 4.23) первой моды. 

Жирные и тонкие линии отвечают q = 1 и 2. Сплошными кривыми на 

рис. 4.22 и 4.23 изображены изгибные волны, а штрихпунктирными с 

одной и двумя точками – продольные и поперечные гравитационные 

волны типа корабельных. Границы угловых зон соответствующих под-

систем показаны штриховыми линиями. Пунктиром на рис. 4.22, 4.23 
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обозначена траектория кругового перемещения давлений в связанной с 

ее центром системе координат. Эту же траекторию характеризует и 

кружок в центре на рис. 4.21. 

Видно, что гребни спиралевидных волн начинаются в точках, рас-

положенных от траектории перемещения давлений на расстояниях, 

примерно равных половине длины волны. С каждым разворотом спира-

ли номер гребня увеличивается. Длины волн для обеих подсистем при-

близительно одинаковы. Причем они минимальны на оси абсцисс перед 

нагрузкой и максимальны за ней. Минимальная длина волны суще-

ственно превышает радиус круговой траектории движения нагрузки. 

Кроме того, длины спиралевидных волн слабо зависят от этого радиуса. 

Различие в длинах волн и за нагрузкой определяется поступательной 

скоростью ее движения. С уменьшением скорости до нуля различия 

убывают. 
 

     
 

    Рис.4.21                                                      Рис.4.22 
 

Система спиралевидных возмущений генерируется при любом зна-

чении скорости из диапазона 0 ≤  < 10, если nω < σ0 и диапазона  ≥ 0, 

если nω < σ0. 

Отметим, что гравитационные волны типа спиралевидных возбуж-

даются и в жидкости со свободной поверхностью при движении источ-

ника возмущений по круговой траектории [3, 139]. 

Системы изгибных, продольных и поперечных гравитационных 

волн каждой из двух подсистем образуют два накладывающихся порт-

рета, похожих на известные [66, 150, 191] для поступательно движуще-

гося генератора постоянной интенсивности. Это справедливо для s = 1 и 

2 (рис. 4.22 и 4.23). Диапазоны изменения длины волн обоих подсистем 

одинаковые. Минимальную длину имеют изгибные волны (на трассе 
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центра круговой траектории нагрузки), а максимальную – поперечные 

гравитационные. Угловые зоны, где генерируются возмущения, обуслов-

ленные совместным вкладом систем изгибных, продольных и поперечных 

гравитационных волн, при s = 2 значительно меньше, чем при s = 1. 
 

 
Рис.4.23 

 

В отличие от случая поступательно движущейся нагрузки, здесь 

наблюдается несимметричность фазовых портретов относительно трас-

сы перемещения центра ее траектории. Это особенно заметно в конфи-

гурации гребней гравитационных поперечных волн и в расположении 

вершин угловых зон трехволновых возмущений. 

Для подсистемы с q = 1 (тонкие линии) изгибные волны предвест-

ники окаймляют круговую траекторию перед нагрузкой. Угловые зоны 

трехволновых возмущений за нагрузкой пересекаются, переходя через 

ось абсцисс. Первые гребни гравитационных поперечных волн образу-

ются только за областью пересечения угловых зон. Для подсисте-

мы с q = 2 (жирные линии) гребни изгибных волн могут как заходить в 

область круга, ограниченного траекторией, так и располагаться впереди 

области. При этом возможны излом первых линий постоянной фазы 

внутри этой области и их пересечение с осью х за ней. Угловые зоны 

трехволновых возмущений не пересекаются между собой. Их вершины 

расположены на большом удалении от нагрузки, а углы их раствора в 

рассматриваемой зоне меньше, чем при q = 1. Зона генерации попереч-

ных корабельных волн в этом случае значительно шире, чем при q = 1. 

Отметим, что с ростом r количество изламываемых гребней изгиб-

ных волн увеличивается. При достаточно больших r могут подвергаться 

излому и первые гребни поперечных гравитационных волн. Изменение 
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ωt приводит к фазовым сдвигам в каждой из рассматриваемых волновых 

подсистем. 

Первый гребень гравитационной поперечной волны из подсистемы 

с q = 2 переходит в гребень изгибной, минуя вершины зон генерации 

трехволновых возмущений (рис. 4.23). С убыванием скорости  до кри-

тической 11 (s = 1, рис. 4.22) или 12 (s = 2, рис. 4.23) такие зоны сужа-

ются, а их вершины удаляются от нагрузки. При этом количество греб-

ней поперечных гравитационных волн, переходящих в изгибные, увели-

чивается. Качественно аналогичный вид имеют все гребни волн за 

нагрузкой в диапазоне скорости 01 <  < 11 (s = 1) или 03 <  < 12 

(s = 2). Зоны генерации трехволновых возмущений для таких значений υ 

отсутствуют. С уменьшением скорости до 01 (s = 1) или 03 (s = 2) греб-

ни волн выпрямляются перпендикулярно трассе. При  < 01 или  < 03 

в формировании возмущений отсутствуют вклады изгибных и гравита-

ционных волн, соответствующих s = 1 или s = 2. 

Если 02 <  < 10, nω < σ0 или  > 11, nω > σ0, то в формировании 

возмущений, отвечающих s = 1, отсутствует вклад поперечных гравита-

ционных волн типа корабельных. Перед нагрузкой в этом случае могут 

возбуждаться только изгибные волны. В волновом следе образуются уг-

ловые зоны, где структуру возмущений формируют волны типа спира-

левидных либо вместе с продольными гравитационными и изгибными 

волнами, либо без них. 

Фазовую картину в рассматриваемых условиях иллюстрирует 

рис. 4.24 для значений параметров, соответствующих рис. 4.21– 4.23 

при ω = 10–1с–1. Здесь штрихпунктирными линиями с двумя точками 

обозначены гребни волн типа спиралевидных. Гребни изгибных 

(сплошные линии) и продольных гравитационных (штрихпунктирные с 

одной точкой) волн даны через один. Видно, что угловые зоны генера-

ции трехволновых возмущений для обоих подсистем (q = 1 и 2) больше, 

чем для других рассматриваемых диапазонов скорости. Линии первых 

гребней волн типа спиралевидных могут не доходить до одной из гра-

ниц своей угловой зоны. Характерные черты подсистем с q = 1 и 2 каче-

ственно такие же, как и для условий рис. 4.22, 4.23. 

Если  > 10, nω < σ0, то волны типа спиралевидных не возбужда-

ются, а фазовый портрет для s = 1 аналогичен представленному на 

рис. 4.22. 

Фазовая структура возмущений, отвечающих s = 2, в рассматривае-

мых диапазонах скорости качественно такая же, как и при значениях υ 

из других диапазонов (см. табл. 4.3), соответствующих s = 1. 
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Фазовые картины возмущений, обусловленных первой модой при 

частоте nω, аналогичны картинам, формируемым модой с номером n 

при частоте ω. 
 

 
 

Рис. 4.24 
 

Количественное сопоставление возможных вкладов возбуждаемых 

волн в изгибные колебания пластинки проведено по формулам (4.47), 

(4.48) при значениях исходных параметров, отвечающих условиям 

рис. 4.21– 4.23 (вариант I) и рис. 4.24 (вариант II). Амплитуды изгиба 

А(k), обусловленного каждой из волновых подсистем q систем *i , при-

ведены с точностью до множителя 10/p1 в табл. 4.5 для трех фиксиро-

ванных точек плоскости справа от трассы перемещения центра траекто-

рии нагрузки. Эти точки удалены от начала координат на расстояние 

5 км вдоль лучей, составляющих с осью х углы γ = 20, 40 и 120° соот-

ветственно. Знаком плюс отмечены амплитуды подсистем с q = 1 и 2 из-

гибных волн ( *i = 3, 7), для которых линии постоянных фаз начинаются 

от границ соответствующих угловых зон волнового следа, знак минус 

характеризует изгибные волны с линиями постоянных фаз, окаймляю-

щими (в движущейся системе координат) круговую траекторию пере-

мещения нагрузки (при q = 1 и 2) или заходящими внутрь ограниченно-

го этой траекторией круга (при q = 2) (в скобках даны местные значения 

длин соответствующих волн Λ = 2π/k). Прочерк означает отсутствие 

данной волновой системы в рассматриваемой точке. Отметим, кроме 

того, что в этих точках отсутствуют и волны, отвечающие *i = 5, 6 для 

вариантов I, II и *i = 1 для варианта II. 

Из приведенных в табл. 4.5 данных видно, что амплитуды обуслов-

ленных изгибными и гравитационными корабельными волнами колеба-
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ний пластинки в выбранных точках сопоставимы между собой по по-

рядку величин, несмотря на заметные различия местных значений длин 

этих волн. Влияние спиралевидных волн на изгиб пластинки здесь ме-

нее значительно. Однако с изменением условий генерации происходят 

деформация фазовой картины колебаний и, следовательно, перераспре-

деление вкладов возбуждаемых волн в изгиб пластинки в фиксирован-

ной точке. Напомним, что при υ < min(01, 03) колебания формируются 

только спиралевидными волнами. 

 Таблица 4.5 

Вариант *i  q 

γ, град 

20 40 120 

A(k)∙10/p1 (Λ, м) 

I 

1 1 0.99 (1890) – – 

2 1.02 (1850) – – 

2 1 3.27 (704) – – 

2 3.53 (354) – – 

3 1 

2 

– 1.57– (78.7) 0.43– (39.0) 

3.18+ (129)   

2.13– (101) 1.30– (71.9) 0.40– (38.5) 

4 1 0.10 (14710) 0.13 (11430) 0.14 (7500) 

2 0.01 (17480) 0.01 (17310) 0.16 (7930) 

7 1 1.76+ (103) 1.52– (78.9) 0.44– (39.4) 

2 3.16+ (128)   

2.53– (95.8) 1.31– (72.0) 0.41– (38.8) 

II 

2 1 2.06 (670) 1.53 (1510) – 

2 3.46 (340) – – 

3 1 – 1.51– (78.2) 0.41– (38.8) 

2 2.26– (100) 1.30– (71.23) 0.39– (38.3) 

4 1 0.40 (7180) 0.43 (5860) – 

2 0.05 (8270) 0.07 (7700) – 

7 1 1.95+ (101) 1.55– (79.1) 0.44– (39.6) 

2 3.12+ (127) 1.36– (72.2) 0.42– (39.1) 
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ГЛАВА 5. ТРЕХМЕРНЫЕ ВОЛНЫ ПРИ ДВИЖЕНИИ ОБЛАСТИ 

ДАВЛЕНИЙ ПЕРЕМЕННОЙ ИНТЕНСИВНОСТИ 

 

5.1 Влияние битого льда на неустановившиеся волы 

 

Пусть на невозмущенной поверхности однородной идеальной не-

сжимаемой жидкости, заполняющей неограниченный в горизонтальных 

направлениях бассейн конечной глубины Н, плавает битый лед. Рас-

смотрим влияние льда на развитие трехмерных волн, возбуждаемых при 

движении области периодических давлений 

txxtiyxfpp  110 ),exp(),(                            (5.1) 

с постоянной скоростью . Давления прикладываются, начиная с мо-

мента времени t = 0. Исследование проведем в предположениях линей-

ной теории волн для ледяного покрова постоянной сплоченности и тол-

щины. В системе координат х1, y, связанной с движущейся областью 

давлений, задача сводится к решению уравнения Лапласа для потенциа-

ла скорости φ с граничными и начальными условиями 

,,0;0),exp(),()( 1
1

1 HzztiyxfpgF zxt     (5.2) 

.0)0,,()0,,,(  yxzyx                                    (5.3) 
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где ρ – плотность жидкости; h, ρ1 – толщина и плотность льда. Кроме 

того, возвышение поверхности лед-вода ζ и потенциал скорости φ при 

z = 0 связаны кинематическим условием ζt = φz – ζx. Здесь и далее у х1 

опущен индекс 1. 

Применяя для решения задачи (5.2) – (5.3) преобразование Фурье 

по х, у и преобразование Лапласа по t, получим при осесимметричном 

распределении давлений (5.1) такое интегральное представление для 

возвышения поверхности лед-вода 
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Отсюда при больших R и t методом стационарной фазы найдем 

 

i

i RO ),( 1  где суммирование ведется для i от 1 до 5, если 

0 <  < 2, и от 2 до 5 для  > 2. При этом 

,2,1,,0, 111  ktuR kkk  

tuR 13,133 ,0   

в первом случае и 

3,2,,0, 1331  ktuRkk  

во втором, а 

tuRtuR 222225212,214 ,0,;,0   

при любом  > 0. Вне указанных областей угловых зон ζk = 0. 

Здесь 

 ,]4/),([exp)(Im 1
21 

 kj
jkjkjjk RФiR j  

211212*
1 )2(])1([)exp(   jФtifip jj , 

  ),/()(,cossin)1( 212 rrФ jjjjj j  

  ,cos)1(sin)1(),,(
1212212 

 jjjjjkjjk uuu  

),( 132   ,1,1),(arctg,/)( 212223  r  

штрих означает производную по r; α1,2 – положительные корни уравне-

ний 0)(2,1  r  соответственно, где   1212 )(1)1()(
 jjjjj rr , а β1 

– уравнения τ′3(r) = 0; αjk при k = 1, 2, 3 и j = 1 являются корнями урав-

нения 1 = tgγ, а при k = 1, 2 и j = 2 – уравнения 2 = tgγ. Отметим, что 

первое из этих уравнений для 20   имеет либо три корня (11, 12, 

13), если 10  , либо один (13), если 1 . В случае  > 2 кор-

нями этого уравнения являются 12, 13 для 30   а при 3  

корней нет. Причем 

12111321310  rrr , 

11211   для 112131,   для 3 , 

r1 – корень уравнения 1 = –1, а r2, r3 – корни уравнения 1=1. Уравнение 

2 = –tg для  > 0 имеет только два корня 21, 22 и только при условии 

20  . Эти корни удовлетворяют неравенству 221221110 r , 

где r11 – корень уравнения 2 = 1. Кроме того 22221   при  = 2. 

Величины углов γ1 и γ3 определяются по формуле )(arctg 11   

соответственно при 0 <  < 2 и  > 2. Если  = 0, то γ3 = π/2. Здесь 

0 = [τ4(β2)]1/2, τ4 = τ3τ′, β2 – корень уравнения τ′4(r) = 0. 
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Таким образом, колебания жидкости с битым ледяным покровом 

формируются, как и при отсутствии льда [90, 152, 158], четырьмя или 

пятью системами гравитационных волн. Из них ζ1 и ζ2 образуются при 

 ≥ 0 соответственно для 0 <  < 2 и  > 0, а ζ3, ζ4, ζ5 возникают при лю-

бых значениях скорости , но только для  > 0. Волны ζ3 в случае 

0 <  < 2 распространяются в области |γ| < π перед давлениями и за ни-

ми, а при  > 2 находятся в угловой зоне |γ| < γ3. Поперечные ζ1, ζ4 и 

продольные ζ2, ζ5 корабельные волны образуются в волновом следе за 

давлениями. Причем ζ4, ζ5 распространяются внутри угла |γ| < γ2. Волны 

ζ1 сосредоточены в зоне |γ| < γ1. Здесь распространяются и ζ2, если 

0 <  < 2. В случае  > 2 волны ζ2 находятся в угловой зоне |γ| < γ3. Ве-

личины углов γ1, γ2, γ3, не меняются со временем, а границы областей, 

занятых каждой из волн внутри соответствующих угловых зон, переме-

щаются со скоростями ujk. Из них u1k соответствуют волнам ζk (k = 1, 2, 

3), а u21, u22 – волнам ζ4, ζ5. 

Для количественной оценки влияния битого льда на волновое дви-

жение проводились [67] численные расчеты при значениях ρ1=870 кг/м3, 

ρ = 103 кг/м3, Н = 100 м. Они показали, что увеличение толщины льда 

приводит к уменьшению 0 и 2. Это влияние усиливается с ростом ча-

стоты σ. Численные значения 0 и 2 представлены для сравнения в таб-

лице 5.1. Влияние льда на распределение γk по  иллюстрируется 

рис. 5.1, 5.2. 
 

 
 

Рис. 5.1                              Рис. 5.2 
 

На рис. 5.1 сплошным и штриховым линиям соответствуют толщи-

ны льда 1, 10 м при  = 0.25 с–1, а штрихпунктирные с одной и двумя 
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точками – толщина 0 и 10 м при σ = 0. Причем γ1 характеризуется кри-

выми 1, а γ3 – кривыми 2. Жирные сплошные линии представляют мак-

симальные значения углов γ1 (снизу от кружка) и γ3 (сверху от кружка), 

достигаемые при  = 2. Из них внутренняя кривая отвечает h = 0, а 

внешняя h = 10 м. Если σ = 0, то 0 = 2 = gH , а максимальным для γ1 

и γ3 является угол 90°, отмеченный кружком. 

Видно, что максимальное значение γ3, достигаемое при  = 2, из-

меняется в пределах примерно от 141° до 90°, если h = 10 м, и примерно 

от 133° до 90° в случае h = 0. Максимум γ1 при этом находится соответ-

ственно в диапазонах примерно от 39° и 47° до 90°. Для любого фикси-

рованного σ минимальным значением γ1 при отсутствии льда является 

угол 19°28′, а в условиях ледяного покрова (h > 0) – угол равный нулю. 

Рост толщины льда в зависимости от скорости перемещения возмуще-

ний может привести как к увеличению, так и к уменьшению угла γ1. 
 

Таблица 5.1 

σ, c-1 
0, м/c 2, м/c 

h = 0 h = 10 м h = 0 h = 10 м 

0 31.32 31.32 31.32 31.32 

0.1 19.56 18.54 17.81 16.71 

0.2 13.38 11.78 11.75 10.12 

0.3 9.17 7.12 8.17 6.09 

0.4 6.70 4.29 6.13 3.71 

0.5 5.34 2.65 4.91 2.26 
 

При фиксированных  и h большему σ отвечает и больший угол γ1. Угол 

γ3 уменьшается при увеличении и частоты колебаний и толщины льда и 

скорости . При этом влияние льда на γ3 убывает с уменьшением σ и 

увеличением . В частности, для σ = 0,25 с–1 лед толщиной 10 м умень-

шает γ3 по сравнению со случаем h = 0 на 9.9, 7.2, 6.9% при скоростях 

20, 25, 30 м/с соответственно. Отметим, что γ3 →0, если  → ∞. 

Сплошные (h = 1 м), штриховые (h = 0) и штрихпунктирные 

(h = 10 м) линии с номерами 1, 2, 3 на рис. 5.2 отвечают частотам 0, 

0.01, 0.3 с–1. Анализ поведения этих кривых показывает, что при фикси-

рованном 0h  большей частоте  отвечает меньший угол 2. Уменьша-

ется 2 и с ростом h при фиксированных  и . Однако это влияние су-

щественнее проявляется при малых скоростях, чем при больших. Кроме 

того, оно зависит и от . Например, для  > 25 м/c уменьшение 2 за 

счет увеличения h от 0 до 10 м составляет не более 8, 10.4, 38.8% при 

частоте 0, 0.01, 0.3 с-1. Если 0, то 21928 при  > 0, h = 0, а в слу-
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чае   0 и h > 0 угол 2 убывает до нуля. Для  = 0 угол 2 совпадает с 1 

при  < gH  и с 3 при  > gH . 

Фазовые портреты образующихся волн представлены на рис. 5.3 

для h = 1 м, σ = 0.3 с–1. Они даны при t = 40 с (рис. 5.3, а, 5.3, б) и t = 20 с 

(рис. 5.3, в) только для верхней полуплоскости, так как волновая карти-

на симметрична относительно оси х. Линии равной фазы волн 1, 2, 3 

при значении  = 7 м/с из диапазона (0, 2) изображены на рис. 5.3, а 

пунктирной, тонкой сплошной и штрихпунктирной кривыми соответ-

ственно. Внешняя жирная кривая здесь характеризует передний фронт 

волн 3, а внутренняя справа от точки ее касания с прямой штриховой 

линией, ограничивающей угол , – передний фронт волн 2. Часть внут-

ренней жирной кривой слева от точки касания представляет границу 

фронта волн 1. 

 

 

Рис. 5.3 

Линии равной фазы волн 2, 3 для скорости  = 8.5 м/с, удовлетво-

ряющей условию 2 <  < 0 даны на рис. 5.3, б. Системы волн 1 здесь 

нет, так как она возбуждается только при 0 <  <2. Прямая штриховая 

линия на этом рисунке ограничивает угол 3. Внешний участок жирной 

кривой, начиная от точки ее касания с границей угловой зоны 3, явля-

ется передним фронтом волн 3, а внутренней – волн 2. 

Фазовые линии волн 4, 5, образующихся в случае σ > 0,  > 0, 

имеют качественно такой же вид, как и волн 1, 2 при 0 <  <2 

(рис. 5.3, а). Для  = 15 м/с эти линии показаны на рис. 5.3, в. Прямая 

штриховая линия на рис. 5.3, в характеризует угол 2. Участок жирной 

сплошной кривой слева от точки ее касания с этой прямой представляет 

границу фронта волн 4, а справа – волн 5. 

Видно, что фазовые портреты волн в жидкости с битым ледяным 

покровом похожи на портреты в жидкости со свободной поверхностью. 
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Однако рост толщины льда, как и увеличение σ, увеличивает длины 

волн 1, 2 и уменьшает длину волн 3. Длины волн 4, 5 растут с уве-

личением h и убывают с ростом σ. 

При h = 0 узловые линии волн 5 выходят из начала координат. Это 

справедливо и для 2, если  < 2. В случае  > 2 узловые линии 2 ис-

ходят не только из начала координат, но и с границы угловой зоны 3. В 

жидкости с битым льдом линии равной фазы волн 2,5 начинаются на 

оси х [88] в точках, отстоящих от начала координат на расстояниях  

   ,...2,1,143
121

1
21

1 


kk   Здесь верхние знаки берутся для 

2, а нижние для 5. Указанные расстояния зависят от толщины льда и 

частоты колебаний. Кроме того, узловые линии волн 2 для  > 2 начи-

наются, как и при h = 0, на границе угловой зоны 3. 

Границы фазовых картин, характеризующие линии передних фрон-

тов волн 1, 2, 3, представлены на рис. 5.4 для t = 40 с. Причем перед-

ние фронты волн 1, 2 изображены на вставке рис. 5.4, а в увеличенном 

масштабе. 

Сплошным кривым на рис. 5.4, а отвечает h = 0, а штриховым 

h = 1 м при скорости 5 м/с и частоте 0.3 с–1. Штрихпунктирные линии с 

одной и двумя точками представляют фронтальные границы соответ-

ственно для частот 0.2 и 0.3 с–1 при  = 7 м/c, h = 1 м. 

 
 

Рис. 5.4 
 

Сплошные, штриховые и штрихпунктирные (с одной точкой) кри-

вые на рис. 5.4, б характеризуют передние фронты волн 2, 3 в случае 

 = 15 м/с при тех же h и σ, что и на рис. 5.4, а. Двойной и тройной 

пунктир соответствует здесь толщинам h = 1 и 10 м в случае σ = 0.3 с–1, 

 = 10 м/с. 

Фронты волн 4, 5 показаны на рис. 5.5 для скоростей 7 (кривые 1), 

10 (кривые 2), 15 м/с (кривые 3), Сплошные, штриховые и штрихпунк-

тирные кривые на этом рисунке иллюстрируют границы фазовых кар-

тин при значениях h и σ, что и на рис. 5.4. Линии с двойным и тройным 
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пунктиром характеризуют фронты соответственно при h = 0 и h = 1 м в 

случае нулевой частоты, а пунктирные – фронты при h = 10 м, σ = 0.2с–1. 

Для наглядности на каждом из рис. 5.4, 5.5 показана одна из угло-

вых зон, характеризуемых величиной соответствующего k. 

Приведенные на рис. 5.4, 5.5 зависимости показывают, что при 

фиксированных h и σ увеличение скорости перемещения давлений обу-

словливает рост скоростей передних фронтов волн 2, 4, 5 и уменьше-

ние скорости фронта волн 1. Меняется при этом и скорость удаления 

границы области, занятой волнами 3. На одном участке границы она 

растет, а на другом убывает. Уменьшение характерно в направлении пе-

ремещения давлений, а увеличение в противоположном. Это иллюстри-

руют кривые, изображенные на рис. 5.4, 5.5 штрихом и штрихом с 

двойным пунктиром. На участке фронта слева от точки пересечения 

этих линий скорость удаления уменьшилась, а справа увеличилась. 
 

 
 

Рис. 5.5 
 

С ростом толщины льда скорости фронтов волн 1, 4 увеличивают-

ся, а волн 3, 5 убывают. Скорость фронта волн при этом уменьшается, 

если 0 <  <2. В случае  > 2 рост толщины льда влияет на скорость 

удаления границы области возмущений, обусловленных волнами 2, по 

разному на разных ее участках. В частности, при σ = 0.3 с–1,  = 10 м/с с 

увеличением h от 1 до 10 м привело к тому, что скорость перемещения 

части фронта, расположенной в угловой зоне * , уменьшилась, а 

вне этой зоны увеличилась. Угол *  характеризуется прямой, соединя-

ющей начало координат с точкой пересечения соответствующих фрон-

тальных границ, которые показаны на рис. 5.4, б штрихом с двумя и 

тремя точками. 

При увеличении частоты колебаний фронтальные скорости волн ζ2, 

ζ4 растут, а волн ζ1, ζ3, ζ5 – убывают. 
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Если давления перемещаются со скоростью 2 <  < 0, то непо-

средственно впереди по курсу их следования возмущения с порядком 

затухания )( 21RO  отсутствуют. Однако, фронт возмущений, двигаясь 

параллельным курсом, опережает давления (угол γ3 тупой). С увеличе-

нием толщины льда опережение уменьшается. В частности для t = 40 c 

при σ = 3 с–1,  = 8,5 м/c опережение составляет 56 и 32 м для толщи 

льда 0 и 1 м соответственно. 

 

5.2 Неустановившиеся изгибно-гравитационные волны 

 

Пусть на морской поверхности плавает сплошной упругий ледяной 

покров. Проведем исследование развития волнового возмущения, воз-

буждаемого движущейся с постоянной скоростью  областью давлений 

вида (5.1), предполагая, что до начала действия давлений жидкость подо 

льдом не возмущена, а поверхность лед-вода (прогиб льда) горизон-

тальна [69]. Задача заключается в нахождении потенциала скорости , 

удовлетворяющего уравнению Лапласа, граничным 
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и начальным (5.3) условиям. Здесь, как и в (5.2), 
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а D1, 1, 4 такие же, как и в (4.3). 

Прогиб льда ζ и потенциал скорости φ при z = 0 связаны условием 

ζt = φz – ζx. 

Методом интегральных преобразований Фурье по х, у и Лапласа по 

t для возвышения поверхности лед-вода получим 
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),(* nmf  – трансформанта Фурье функции f (x, y). Первое слагаемое в 

выражении ζ является решением рассматриваемой задачи без начальных 

условий, т.е. представляет установившиеся колебания. Второе и третье 

слагаемые определяются начальными условиями и характеризуют раз-

витие волнового движения. 
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Так как 
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то ζ после перехода к полярным координатам в случае осесимметрично-

го распределения давлений примет вид 
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.sin,cos,sin,cos,)( 2/122  rnrmRyRxyxR  

Асимптотическое исследование выражения ζ при больших значени-

ях R и t выполним методом стационарной фазы для многомерных инте-

гралов. Стационарные точки (r, θ, ξ) для Jj удовлетворяют системе урав-

нений 

,0)sin(sin,0)cos()cos(  RR j          (5.5) 

,0cos  rj                                        (5.6) 

где штрих означает производную по r. 

Уравнение (5.6) имеет вещественнее корни 

)/()(),arccos(, rjjjjjj   

при |τj| ≤ 1. После подстановки θ = ± θj в (5.5) найдем 

,)()1(),(tg 12/12  jjjj r                        (5.7) 

.cos)(,/ 1  
jjj uuR                                (5.8) 

Из (5.7) определяются значения r, соответствующие стационарным 

точкам интегралов Jj, в установившемся и неустановившемся режимах. 

Принадлежность стационарных точек области интегрирования опреде-

ляется условием 0 ≤ ξ ≤ t. Это условие и соотношение (5.8) характери-

зуют распространение колебаний. 

Поведение функции 1(r) для 0 < σ < σ0 и 2(r) для σ > 0 в каче-

ственном отношении показано на рис. 5.6, а – ж при 0 <  < 01, 

01 <  < 11, 11 <  < 02, 02 <  < 10,  > 10, 03 <  < 12,  > 12 со-

ответственно. В случае σ > σ0 графики 1(r) при 0 <  < 11 и  > 11 по-

хожи на графики 2(r) при 03 <  < 12 и  > 12. Здесь 
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,0)(,,/)( 2,1559
2

6
2
68  r  

,0)(,0)(,0)(,0)( 9,897,625,4136   

,,,, 98765421   

,, 635423121 rrrrrr   

rk (k = 1, 2, 3, 4) – положительные корни уравнения 01 2
1  , а r5,6 – 

уравнения 01 2
2  . 

Из анализа поведения функций j(r) следует, что число k положи-

тельных корней αjk уравнений (5.7) зависит от величины угла γ, частоты 

колебаний σ и скорости υ перемещения давлений. Это видно из 

табл. 5.2, 5.3, где приведены значения k для α1k и α2k. Вследствие сим-

метрии волнового движения относительно оси х в таблицах рассмотре-

ны величины γ из диапазона 0 ≤ γ ≤ π. Здесь )(arctg 212  , 

)(arctg 3211  , )(arctg 4222  , а по формуле )(arctg 11   опре-

деляется угол γ1, если 11 <  < 02, и угол γ3, если  > 02. Отметим, что 
 

.,,0)(,0)( 43214,322,11   

 

 
 

Рис. 5.6 
 

При σ > 0 для α2k справедливы оценки 

).(),( 126234223215120363,25  rrrr  

Кроме того, 

),(),0( 110141332141012141  rrrrrr  

),( 021141321211132151  rrrr  

)( 024132121141  rr  

для σ < σ0 и 
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)(),0( 112132121141112141  rrrr  

для σ > σ0. 

                                                                 Таблица 5.2 

 γ k σ 

0 <  < 01 0 ≤ γ ≤ π 4 

0 < σ < σ0 

01 <  < 11 0 ≤ γ ≤ π 3, 4 

11 <  < 02 

0 ≤ γ < γ2 1, 4 

γ2 < γ < γ1 1, 2, 3, 4 

γ1 < γ ≤ π 3, 4 

 > 02 

0 ≤ γ < γ2 4 

γ2 < γ < γ3 2, 3, 4 

γ3 < γ ≤ π 3 

0 <  <11 0 ≤ γ ≤ π 4 

σ > σ 0 
 > 11 

0 ≤ γ < γ2 4 

γ2 < γ < γ3 2, 3, 4 

γ3 < γ ≤ π 3 
 

                                                                         Таблица 5.3 

 γ k σ 

03 <  < 12 0 ≤ γ ≤ π 3 

σ > 0 
 > 12 

0 ≤ γ < γ22 1 

γ22 < γ < γ11 1, 2, 3 

γ11 < γ ≤ π 3 
 

Каждый корень αjk уравнений (5.7) характеризует систему волн ζjk 

вида 
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,1),4()1(;3,2,1,2;41,1 14   kkjkj kj
jk  

образующихся в областях R < ujkt, ujk = uj(αjk) угловых зон, соответству-

ющих диапазону изменения скорости перемещения области давлений 

(см. табл. 5.2, 5.3). Размеры угловых зон определяются величинами уг-

лов γ1, γ2, γ3, γ11, γ22. 

Таким образом, при движении области давлений (5.1) может воз-

буждаться одна (ζ14), две (ζ13, ζ14; ζ14, ζ23), три (ζ23, ζ1k, k = 3, 4; ζ1k, k = 2 –

4), четыре (ζ1k, k = 1 – 4; ζ23, ζ1k, k = 2 – 4), пять (ζ23, ζ1k, k = 1 – 4), шесть 

(ζ1k, k = 2 – 4, ζ2k, k = 1 – 3) или семь (ζ1k, k = 1 – 4, ζ2k, k = 1 – 3) систем 

волн с амплитудами порядка R–1/2. Они формируют колебание ледяного 
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покрова (упругой пластинки) и волновое движение жидкости перед об-

ластью давлений и за ней. 

Волны ζ14, ζ21, ζ22 обусловлены периодическими изменениями дав-

лений со временем (σ > 0). Из них ζ21 имеют характер поперечных, а ζ22 

продольных корабельных волн, возникающих в соответствующих угло-

вых зонах за движущейся областью периодических давлений. Однако в 

случае упругой пластинки (Е > 0) они образуются при  > 12, а в жид-

кости с абсолютной гибкой пластинкой (битым льдом) (Е = 0) или от-

крытой поверхностью (h = 0) – при  > 0. 

Волны ζ14 генерируются как при  > 0, так и в случае, когда область 

периодических давлений не перемещается. Они имеют вид кольцевых. 

Такие волны образуются и в жидкости с открытой поверхностью, и в 

жидкости с абсолютной гибкой пластинкой. В зависимости от скорости 

 волны ζ14 могут находиться вокруг области давлений ( < 02) или в 

угловой зоне |γ| < γ3 за ней ( > 02). При 02 <  < 10 непосредственно 

перед областью давлений по курсу ее следования волны ζ14 не образу-

ются, а на параллельных этому курсу направлениях возмущения, обу-

словленные волнами ζ14, опережают давления (γ3 > π/2). При  > 10 

опережения нет (γ3 < π/2). 

Поперечными и продольными корабельными волнами являются со-

ответственно и волны ζ11, ζ12, возникающие за движущейся областью 

возмущений. Они образуются и при движении по пластинке (свободной 

поверхности) области давлений постоянной интенсивности. В условиях 

упругой пластинки ζ11 и ζ12 генерируются при 11 <  < 02 и  > 11. В 

случае абсолютно гибкой пластинки или свободной поверхности ζ11 об-

разуются при 0 <  < 02, а ζ12 – при  > 0. 

Волны ζ13, ζ23 изгибные. Они генерируются движущейся областью 

давлений только при наличии сплошной упругой пластинки (Е > 0). 

Волны ζ13 образуются при  > 01, а ζ23 – при  > 03. Из них ζ13 возбуж-

даются давлениями переменной (σ > 0) и постоянной (σ = 0) интенсив-

ности, а ζ23 – только при перемещении периодических по времени дав-

лений. Направление гребней волны ζ13 и ζ23 характеризуют углы 
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Волны ζ13 при 01 <  < 11 и ζ23 при 03 <  < 12 находятся вокруг обла-

сти давлений, а при  > 11 и  > 12 – в угловых зонах γ2 < |γ| ≤ π и 

γ22 < |γ| ≤ π. 

Передние фронты возмущений ζjk (j = 1, k = 1 – 4; j = 2, k = 1, 2, 3) 

перемещаются со скоростью ujk. 
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Для количественной оценки критических скоростей перемещения 

области, в окрестности которых меняется характер волнового движения, 

и размеров угловых зон, покрытых волнами, проводились численные 

расчеты для ледяной пластинки. При этом модуль упругости, плотность 

и коэффициент Пуассона ледяной пластинки принимались равными 

3∙109 Н/ м2, 870 кг/м3, 0.34, а плотность и глубина жидкости – 103 кг/м3 и 

100 м. Распределение υjk (j = 0, k = 1, 2, 3; j = 1, k = 0, 1, 2) по частоте ко-

лебаний при h = 0.2 м показано на рис. 5.7, где штриховыми и 

штрихпунктирными линиями 1 представлены скорости 02, 03, а 2 – 

скорости 10, 12. Пунктирная линия характеризует 01, а сплошная – 11. 

Квадратом на оси σ отмечено значение σ0. 

Из рис. 5.7 следует, что 12, 03 растут с увеличением σ. Скорости 

υ01, υ02, υ10 убывают при этом, а 11 имеет минимум. При движении по 

сплошной упругой пластинке области давлений постоянной интенсив-

ности (σ = 0) есть три критических значения : 0 = 01 = 03, 

1 = 11 = 12, gH  = 10 = 02. В случае абсолютно гибкой пластинки 

(битого льда) или открытой поверхности жидкости для движущейся об-

ласти периодических давлений критическими скоростями будут 02 и 

10, убывающие с ростом σ, а для области давлений постоянной интен-

сивности есть только одна критическая скорость  = gH . 
 

 
Рис. 5.7 

 

Скорости 01, 02, 03 критические и при перемещении по упругой 

пластинке (сплошному льду) плоского фронта периодических давлений. 

Если по упругой пластинке движется плоский фронт давлений постоян-

ной интенсивности, то критическими будут  = 0 и  = gH . В жидко-

сти с абсолютно гибкой пластинкой (битым льдом) или открытой по-

верхностью для плоского фронта периодических давлений критической 

будет скорость  = 02, а для плоского фронта постоянных давлений – 

 = gH . 
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Зависимость размеров угловых зон, покрытых волнами, от частоты 

колебаний и скорости перемещения области давлений приведена на 

рис. 5.8 – 5.10 при h = 0.2 м. 
 

 
 

              Рис. 5.8                         Рис. 5.9                                  Рис. 5.10 
 

Распределение γk (k = 1, 2, 3) по скорости υ представлено на 

рис. 5.8, где штриховые и штрихпунктирные кривые отвечают значени-

ям частоты σ = 0 и 0.2 с-1, линии 1–3 соответствуют γ1, γ2, γ3. Верхняя 

часть замкнутой сплошной кривой между треугольником и квадратом 

представляет максимальные значения угла γ3, а нижняя – угол γ1. Эти 

значения достигаются при  = 02. Квадратом и треугольником помече-

ны максимальные величины углов γ1,3, отвечающие частотам σ = 0 и σ0. 

Значения, помеченные кружками, достигаются при  = 11. Приведен-

ные на рис. 5.8 зависимости показывают, что с увеличением  углы γ2, 

γ3 убывают, а γ1 растет для частот, меньших величины σ0, которая для 

рассматриваемых значений исходных параметров ~ 0.46 с–1. Большей 

частоте отвечает меньший угол γ3 и большие углы γ1,2. Отметим, что для 

частот σ > σ0 углы γ2, γ3 также убывают с ростом . Увеличение σ в этом 

случае приводит к уменьшению не только γ3, но и γ2. 

На рис. 5.9 дано распределение γ11 (штриховые линии) и γ22 

(сплошные) по скорости , линии 1–3 соответствуют частотам 0.01, 0.2, 

0.5 с–1. Кружками отмечены значения углов при  = 12. Эти зависимо-

сти показывают, что γ22 убывает с ростом  и σ. Убывает с увеличением 

частоты и угол γ11. Как функция  угол γ11 имеет экстремумы, величина 

и расположение которых зависят от σ. При σ = 0 часть кривой γ11() 

справа от вершины максимума совпадает с γ3(), а часть кривой слева от 

верши-ны – с функцией γ1() (см. рис. 5.8). Угол γ22 при этом совпадает 

с γ2. 

Углы γ01 и γ02 убывают с ростом . Это иллюстрируется на рис. 5.10, 

где γ01() изображено штриховыми, а γ02() – сплошными линиями, 1 – 3 

отвечают частотам 0.2, 0.4, 0.8 с–1. Значения в кружках достигаются при 
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 = 01, а в квадратах – при  = 03. Из рис. 5.10 следует также, что уве-

личение σ привело к уменьшению γ01 и росту γ02. Если σ = 0, то γ01 = γ02. 

 

5.3 Влияние неравномерного ледового сжатия на структуру  

изгибно-гравитационных волн 

 

Рассмотрим структуру установившихся изгибно-гравитационных 

возмущений, формируемых при движении по сплошному ледяному по-

крову области давлений вида 

)exp(),(0 tiytxfpp  ,                             (5.9) 

в условиях неравномерного ледового сжатия [47]. Лед плывет на по-

верхности стационарного потока. Область давлений перемещается с по-

стоянной скоростью  под углом  к направлению потока. В системе 

координат x1 = x – t, y, z, связанной с движущейся областью давлений 

(5.9), задача о колебаниях малой амплитуды сводится к решению урав-

нения Лапласа с граничными условиями 

0),exp(),()/1( 1  ztiyxfpFgL ,                (5.10) 
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Qx, Qy, Qxy – сжимающие усилия по соответствующим направлениям, и – 

модуль вектора скорости потока, ζ – прогиб льда (поверхности лед-

вода). Индекс 1 при х1 опущен. Другие обозначения приведены в (4.3). 

Решая задачу методом интегрального преобразования Фурье для 

прогиба льда ζ, получим выражение 
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),(( * nmf  – трансформанта Фурье функции ),( yxf ). 

Отсюда в полярных координатах для прогиба льда ζ получим выражение 
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Уравнение 0),(2
0

2  nmG , связывающее волновое число r с ча-

стотой σ, скоростью потока и, скоростью перемещения источника воз-

мущений υ, определяет годограф волнового вектора в плоскости (m, n). 

Установившиеся волновые возмущения в дальней зоне, описываемые 

выражением (5.11), характеризуются [190, 196] координатами (m, n) то-

чек годографа G(m, n)=0. 

Точка (х, у) на гребне волнового возмущения удаляется с групповой 

скоростью от источника в направлении вектора yjxiX  , составляю-

щего угол γ с осью абсцисс. Так как гребни являются линиями равной 

фазы колебаний, то 

const nymx  .                                    (5.12) 

Отсюда 

0 y
dr

dn
x

dr

dm
,                                     (5.13) 

и вектор X  ортогонален вектору j
dr

dn
i

dr

dm
K  , касательному к годогра-

фу. Дифференцируя уравнение годографа G(m, n)=0 по r как неявную 

функцию, получим 

0
dr

dn

dn

dG

dr

dm

dm

dG
.                                   (5.14) 

Следовательно, вектор нормали к годографу j
dn

dG
i

dm

dG
G   перпен-

дикулярен K , и из (5.13) и (5.14) видно, что групповая скорость волно-

вого возмущения направлена вдоль G . Направление фазовой скорости в 

физической плоскости совпадает с направлением вектора волнового 

числа и составляет с осью абсцисс угол θ. Так как 

))(( yjxinyminymx  , то дифференцированием по R, получим 

0)( 







 j

dR

dy
i

dR

dx
njmi . 

Это означает ортогональность волнового вектора и касательной к линии 

равной фазы. Отсюда следует, что и фазовая скорость направлена по 

нормали к гребню (впадине) волнового возмущения. Таким образом, 

угол между направлениями групповой и фазовой скоростей можно 
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определить по годографу. Он равен θ – γ, где )/arctg( nm , 











dm

dG

dn

dG
/arctg . Для построения гребней изгиба льда (возмущений 

жидкости) откладываем от начала координат в направлении групповой 

скорости отрезки длиной 1)]cos()[2(  rk . Здесь r и соответствую-

щие ему θ и γ определяются по координатам точек годографа, k – номер 

гребня, ψ – фазовый сдвиг. При этом 45 , если линия годографа 

выпуклая в направлении внешней нормали и 43  – если вогнутая. 

Монотонность изменения θ при движении по годографу нарушается в 

точках перегиба. Соответствующие им значения θ определяют на фазо-

вом портрете границы угловых зон, на которых волновые возмущения 

затухают с удалением от источника как R–1/3. Внутри угловых зон воз-

мущения имеют порядок затухания O(R-1/2), а вне их O(R–1). 

Рассмотрим источник возмущений постоянной интенсивности 

(σ = 0), перемещающийся по поверхности ледяной пластины при отсут-

ствии дрейфа (и = 0). Тогда уравнение годографа можно привести к виду 
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Верхний и нижний знаки при n и в квадратных скобках выражения m 

относятся к дугам годографа, лежащим соответственно выше и ниже 

оси абсцисс. Годограф определен при  > 0, где 
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Если Q3 = 0, то m = (S1/S2)1/2, n = ± (r2 – m2)1/2 и годограф симметричен 

относительно оси абсцисс. Причем Q2 не влияет на 0, а зависимость 

этой критической скорости от Q1 рассмотрена в разделе 3.3. 

Для исследования зависимости годографа и структуры волновых 

возмущений от величин продольного, поперечного и сдвигового сжи-

мающих усилий проводились численные расчеты при различных скоро-

стях перемещения источника возмущений для значений Е = 5·109 Н·м–2, 

Н = 350 м, h = 2.5 м,  = 0.34, ρ1 = 870 кг·м–3, ρ = 1025 кг·м–3. 

Анализ результатов численного счета показал, что при Q3 ≠ 0 рас-

пределение  по Q1 качественно аналогично распределению в случае 

равномерного сжатия. Количественная зависимость 0 от Q1 для Q2 = 0, 

Q3 ≥ 0 дана в таблице, где Q0 = 1D . Роль Q3 независимо 
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                                                                  Таблица 5.4 

Q1/Q0 
Q3/Q0 

0 1 1.5 

-2 29.065 28.037 26.196 

-1.5 27.589 26.309 24.061 

-1 25.915 24.332 21.593 

-0.5 24.011 22.039 18.668 

0 21.797 19.318 15.030 

0.5 19.157 15.959 9.227 

1 15.869 11.413 0 

1.5 11.381 0 0 

2 0 0 0 
 

от его знака проявляется в уменьшении 0. Поперечное сжатие (растя-

жение) при учете сдвиговых усилий (Q3 ≠ 0) уменьшает (увеличивает) 

0, причем влияние Q2 усиливается с ростом Q3. Распределение 0 по Q2 

и Q3 иллюстрирует рис. 5.11 (сплошные, штриховые, штрихпунктирные 

и пунктирные линии отвечают Q1 = Q3 = 0; Q1 = 0, Q3 = 0; Q1 = 0, 

Q3= (3/2)Q0; Q1 = Q3 = Q0 (а), Q1 = Q2 = 0; Q1 = 0, Q2=(3/2)Q0; Q1=(3/2) Q0, 

Q2 = 0; Q1 = Q2 = (3/2)Q0 (б)). Видно, что при наличии сдвиговых усилий 

возможны условия генерации волновых возмущений источником, дви-

жущимся с любой ненулевой скоростью. 
 

 
 

Рис. 5.11 
 

Годографы волнового вектора без учета и с учетом сдвиговых уси-

лий представлены соответственно на рис. 5.12, 5.13 при  = 45 м·с–1 из 

диапазона 0 <  < С (С = gH ). Линии 1–5 соответствуют Q1 = Q2 = 0; 

Q1 = –Q0, Q2 = Q0 ; Q1 = 2Q0 , Q2 = 0; Q1 = 0, Q2 = 1.9Q0; Q1 = Q0 , Q2 = –Q0 

(рис.5.12) и Q1 = Q2 = Q3 = 0; Q1 = Q2 = Q3 = Q0; Q1 = Q2 = 0, Q3 = Q0; 

Q1 = Q2 = 0, Q3 = 2Q0; Q1 = 0, Q2 = 1.9Q0, Q3 = 1.5Q0 (рис. 5.13). 
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Рис. 5.12                                                            Рис. 5.13 

 

Видно, что для всех годографов характерно наличие двух точек переги-

ба как в верхней, так и в нижней полуплоскости. На годографах, где 

прогибы выражены особенно ярко, эти точки отмечены кружками и 

треугольниками, а звездочки – точки касания годографа и луча, выхо-

дящего из начала координат. Уменьшение  приводит к сближению то-

чек перегиба на дугах годографа в верхней и нижней полуплоскостях. 

Слияние этих точек для Q3 = 0 происходит при скорости  = 1, опреде-

ляемой из системы уравнений 

0'',0''  mnmnmnmn                             (5.15) 

относительно r и  (штрих означает производную по r). При равномер-

ном сжатии формула для 1 приведена в разделе 4.3. Сдвиговые усилия 

обусловливают неоднозначность решения системы (5.15), вследствие 

чего значения υ1 для верхней *
1  и нижней 0

1  дуг годографа различны. 

Если Q3 > 0, то 0
1

*
1   и 0

1
*
1   для Q3 < 0. При выполнении условия 

 < 1 на дугах годографа отсутствуют точки перегиба. Площадь, огра-

ниченная годографом, убывает с уменьшением  стремящейся к 0. 

С увеличением υ участок годографа между кружками стягивается в 

точку, приближающуюся к началу координат при стремлении  к С. Для 

 > С годограф проходит через начало координат, а на его дугах сохра-

няется только по одной точке перегиба, обозначенной треугольником. 

При этом касательные к дугам годографа в начале координат образуют с 

осью абсцисс угол .1)/(arctg 2  C  Расстояние между точками пе-

ресечения годографа с осью m растет (убывает) при увеличении про-
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дольного сжатия (растяжения). Поперечное сжатие деформирует годо-

граф таким образом, что на нем могут появиться (при выполнении усло-

вия m′= m′′= 0) точки с перпендикулярной к оси абсцисс касательной. 

Они обозначены квадратами. При отсутствии сдвигового сжатия эти 

точки появляются, если 

),,(, 2
*

12
*
1

*
11 QrQQQQ   
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где *r  – положительный корень уравнения 
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Распределение *
1Q  по Q2 иллюстрирует рис. 5.14, где кривые 1, 2 

отвечают значениям скорости источника 30 и 45 м·с–1, сплошные и 

штриховые линии даны для глубин бассейна 350 и 50 м. Графики зави-

симости *
1Q  от Q2 для различных υ пересекаются в точке, соответству-

ющей *
1Q = Q2. 

 
Рис. 5.14 

Это значение совпадает с критическим усилием *Q  в условиях равно-

мерного сжатия. Если волны короткие, то 0
*

3

20
QQ  . В случае длин-

ных волн 0
* 3QQ  . Уменьшение глубины бассейна приводит к незна-

чительному росту *Q . 

В условиях сдвигового сжатия нет симметрии расположения точек 

с вертикальной касательной относительно оси абсцисс для верхней и 

нижней дуг годографа. При этом возможно наличие таких точек только 

на одной из дуг (кривая 5 на рис. 5.13). 

Проведем анализ структуры фазовых портретов по соответствую-

щим годографам. При 0 <  < C участок дуги годографа (см. рис. 5.12, 
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5.13) справа от звездочек характеризует изгибную волну перед источни-

ком, а слева – изгибно-гравитационную в следе за ним. Если при этом 

 > 1, то внешние нормали в точках, обозначенных кружками, характе-

ризуют внешние, а треугольниками – внутренние границы угловых зон 

корабельного следа с трехволновыми возмущениями. Между указанны-

ми внутренними границами возмущения формируются только попереч-

ными гравитационными волнами. Изгибные волны в волновом следе 

характеризуются участками дуг между треугольниками и звездочками, а 

бегущие впереди источника – участками справа от звездочек. При от-

сутствии сдвиговых усилий структура фазовых портретов качественно 

такая же, как при равномерном сжатии. Причем рост Q1 уменьшает дли-

ны волн (изгибных в большей мере, чем гравитационных) на трассе 

движения источника. 

Зона волнового следа, покрытая только поперечными волнами, с 

увеличением сжимающего усилия Q2 сужается за счет смещения внут-

ренних границ области с трехволновыми возмущениями; при *
11 QQ   она 

исчезает. С дальнейшим увеличением сжимающих усилий рассматрива-

емые границы уходят за трассу. Вследствие этого в окрестности трассы 

происходит наложение друг на друга частей правой и левой зон с тремя 

системами волн (см. раздел 4.3). Возмущения в зоне перекрытия характе-

ризуются на рис. 5.12, 5.13 участками годографа между прямоугольни-

ками. Ближние к оси абсцисс прямоугольники соответствуют пересече-

нию гребней продольной, а дальние – изгибных волн с трассой. Смеще-

ние внешней границы области трехволновых возмущений под влиянием 

Q2 незначительно. Слабо влияет на размеры угловых зон и усилие Q1. 

Фазовые картины волновых возмущений в условиях сдвигового сжа-

тия (Q3 > 0), соответствующие годографам 2, 5 из рис. 5.13, представлены 

на рис. 5.15, 5.16 при max C ),( 0
1

*
1 . Внешние и внутренние грани-

цы угловых зон изображены сплошными и штриховыми жирными линия-

ми. Изгибным, продольным и поперечным волнам отвечают сплошные, 

штриховые и штрихпунктирные тонкие линии. Видна несимметричность 

волнового следа относительно курса движения источника. Угловая зона с 

трехволновым возмущением (рис. 5.15) слева по курсу бóльшая, чем спра-

ва. Ее внутренняя граница расположена ближе к трассе, приближаясь к 

ней с ростом как Q3, так и Q2. Возможны такие значения сжимающих уси-

лий Q3, Q2, что эта граница смещается за трассу, в то время как внутренняя 

граница правой зоны до трассы не доходит (рис. 5.16). 

Фазовые картины при Q3 < 0 симметричны приведенным для Q3 > 0 

относительно трассы. Отметим, что при Q3 > 0 в диапазоне *0
1   

угловая зона генерации трех систем волн возникает только слева, а для 
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Q3 < 0 и 0
1

*
1   – справа от трассы по направлению движения ис-

точника. При  > С в следе за источником поперечные гравитационные 

волны не возбуждаются. 
 

 
Рис. 5.15                                                  Рис. 5.16 

 

Пусть теперь источник движется по дрейфующему льду под углом 

α к направлению дрейфа. Повернем систему координат на угол 

β = arctg [(u sinα)/(υ + u cosα)]. В полученной системе источник будет 

двигаться со скоростью U0 = [( + u cosα)2 + (u sinα)2]1/2 вдоль новой оси 

абсцисс, а величины продольного, поперечного и сдвигового усилий 

примут значения 

,2sinsincos 3
2

2
2

11  QQQQ  

,2sincossin 3
2

2
2

12  QQQQ  

 2cos2sin))(2/1( 3123 QQQQ . 

Анализ годографа волнового вектора и фазовой структуры волно-

вых возмущений в новой системе координат проводится, как и при от-

сутствии потока для  = U0, Qi = Qiβ, i = 1, 2, 3. 

 

5.4 Влияние вязко-упругих свойств снежно-ледового покрова на 

структуру волновых возмущений 

 

Рассмотрим влияние упругих и вязких свойств плавающего снежно-

ледового покрова на структуру установившихся поверхностных волн 

малой амплитуды, возбуждаемых в бассейне постоянной глубины Н 

движущейся областью давлений (5.9). Снежно-ледовый покров будем 

рассматривать как плавающую упругую пластину толщиной h с нахо-

дящимся на ее поверхности слоем снега толщиной h1. Плотность и ко-

эффициент внутреннего трения снега обозначим через ρ0 и , а плот-
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ность льда через ρ1. Тогда уравнение колебаний снежно-ледового по-

крова запишем в виде 

11112

2

1
4

1 qp
t

h
t

D l 








 ,                       (5.16) 
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ρ – плотность воды, g – ускорение силы тяжести, q – гидродинамиче-

ское давление на нижнюю поверхность льда,  – возвышение поверхно-

сти лед-вода, а обозначения D1, 1, 1 приведены в (2.3). 

В предположении потенциальности движения жидкости подо льдом 

задача заключается в решении уравнения Лапласа с соответствующими 

граничными условиями. На дне (z = –H) удовлетворим условию непро-

текания, а в качестве динамического условия на поверхности бассейна 

(z = 0) рассмотрим уравнение (5.16) колебаний снежно-ледового покро-

ва, учитывающее действие внешней нагрузки p вида (5.9) и гидродина-

мического давления q = – ρ (g ζ + t). Безотрывность колебаний льда 

обеспечим выполнением кинематического соотношения t = z при z = 0 

Решая задачу методом интегрального преобразования Фурье в си-

стеме координат x1 = x – t, y, z, связанной с движущейся областью дав-

лений, получим для прогиба снежно-ледового покрова выражение 

dmdntnymxirM
nmG

nmfp
)](exp[)(
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2
0 )(),( MinmG  ,  2*22

0 )( M ,          (5.17) 

MrD )1( 4
1

2  ,   m0 ,  
2

11
* 5.0 rh , 

а M, r, *f  те же, что и в (5.11). 

При отсутствии трения (η = 0) функция G(m,n) действительная и 

уравнение G = 0, связывающее волновое число r с частотой σ и скоро-

стью перемещения давлений , определяет годограф волнового вектора 

в плоскости (m, n). Следовательно, установившееся волновое возмуще-

ние в дальней зоне, описываемое выражением (5.17), характеризуется 

координатами m и n точек годографа [53, 194]. 

Для вязко-упругого случая (η ≠ 0) функция G(m, n) комплексная и 

полюсами подынтегрального выражения (5.17) являются комплексные 

корни r = k + iε уравнения G(m, n) = 0. Их реальные части можно найти 

из уравнения 

0)0,()0,()0,( 2
1

2
0

2  kkk .                            (5.18) 
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Здесь Mkh 2
111 5.0  величина, характеризующая скорость затуха-

ния возмущений во времени. 

Величину проекции коэффициента пространственного затухания на 

направление нормали к вязко-упругому годографу в предположении 

слабой диссипации определим [178]. 
1)0,(Regrad)0,(Im  kGkGl .                           (5.19) 

Рассмотрим возмущения, возбуждаемые движущимся источником 

постоянной со временем интенсивности в бассейне с плавающей смесью 

измельченного льда с шугой и снежурой [117]. В таких условиях устано-

вившееся волновое движение характеризуется выражениями (5.17) – (5.19) 

при σ = 0, E = 0, h = 0. Количественный анализ проведем при H = 103 м, 

η = 4.7·106 Пас, ρ2 = 250 кг/м3. Зависимость соответствующего годографа 

волнового вектора от скорости перемещения генератора и толщины вязко-

го слоя иллюстрируются графиками на рис. 5.17, а. Здесь сплошными ли-

ниями изображен годограф при h1 = 0.5 м, а штриховыми – при h1 = 1 м. 

Номера 1, 2, 3 отвечают значениям скорости генератора 10, 20, 50 м/с. 

 

Рис. 5.17 
 

Видно, что с увеличением толщины рассматриваемого вязкого слоя 

площадь, ограниченная кривой волнового числа, убывает. Это свиде-

тельствует об уменьшении диапазона волновых чисел генерируемых 

установившихся возмущений. В то же время изменение скорости пере-

мещения источника может привести к существенной деформации годо-

графа. Для 0 <  < C, где C = gH , годограф (кривые 2, 3) в верх-

ней(n > 0) и нижней (n < 0) полуплоскостях имеет точки перегиба и точ-

ки с касательной, параллельной оси n. Они обозначены кружками и тре-

угольниками соответственно. Здесь 

0=F(k1),   211
0

32
000

22
0 )()()(   kkkkF ,           (5.20) 

k1– корень уравнения τ0(k) = 0, штрих означает производную по k. 
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При  → C точки перегиба стягиваются к оси m, приближаясь к 

началу координат. В диапазоне скорости  ≥ C годограф проходит через 

начало координат, а ограниченная им площадь убывает с ростом . Если 

 → 0, то в каждой из полуплоскостей точка перегиба и точка с парал-

лельной оси касательной вырождается в одну, приближающуюся к оси 

m, а годограф приобретает форму, представленную кривыми 1. Такой 

вид годографа сохраняется в диапазоне скоростей 0 <  < 0. Значение 

0 увеличивается с ростом коэффициента трения η и толщины вязкого 

слоя. В частности, 0 равно 11.14, 12.78 м/с при толщинах вязкого слоя 

0.5 и 1 м соответственно (рис. 5.17, а). Если при этом η = 2·104 Пас, то 

критическими скоростями будут 3.63, 4.11 м/с. 

Анализ структуры фазовых портретов и соответствия их особенно-

стей характерным чертам годографа проведем при слабой диссипации, 

используя известные соотношения, связывающие уравнения кривой 

волнового вектора и линий постоянной фазы. Построенные по результа-

там численных расчетов линии первых в волновом следе гребней воз-

мущений обозначены номерами 1, 2, 3 на рис. 5.18 для h1 = 1 м, 

η = 4.7·106 Пас и значений скорости перемещения источника 10, 15, 

20 м/с. Сплошная кривая 1 характеризует здесь волны, обусловленные 

вязкостью. Штриховые и пунктирные участки линий 2, 3 представляют 

гравитационные поперечные и продольные, а сплошные – продольные 

гравитационно-вязкие корабельные волны. 

Эти графики показывают, что при  < 0 структура возбуждаемых 

волн определяется трением в вязком слое. Если 0 <  < C, то кроме 

гравитационно-вязких волн в следе генерируются и гравитационные 

волны типа корабельных. Их угловая зона, ограниченная прямыми про-

ходящими через начало координат и точки слияния гребней (впадин) 

продольных и поперечных волн, растет с увеличением скорости пере-

мещения источника, приближаясь к величине предельного угла следа в 

жидкости при отсутствии вязкого слоя. При этом точка, разделяющая 

гравитационные и гравитационно-вязкие участки гребней продольных 

волн, лежащая в волновом следе на трассе за источником (треугольник 

на годографе), и гребень поперечных волн удаляются от источника. В 

диапазоне  > C поперечные волны не возбуждаются, а волновой след 

формируют продольные гравитационные и гравитационно-вязкие вол-

ны. Кроме того, при наличии вязкого поверхностного слоя возмущения, 

обусловленные трением, находятся не только в следе, но и опережают  

источник вне трассы его следования. Непосредственно перед генерато-

ром имеется свободная от них угловая зона. Она сужается при увеличе-

нии скорости перемещения источника и расширяется с ростом толщины 

вязкого слоя и коэффициента вязкого трения. Количественная зависи-
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мость величины угла этой зоны, характеризующей степень опережения 

возмущениями источника, иллюстрируется графиками на рис. 5.19, где 

линии по порядку сверху вниз отвечают толщинам вязкого слоя 2, 0.5, 

0.2 м. Отметим, что увеличение h приводит к аналогичным, в каче-

ственном отношении, изменениям структуры возмущений и волновых 

характеристик. 

 
 

Рис. 5.18                                   Рис.5.19 

 

Рассмотрим теперь возмущения, возбуждаемые движущимся ис-

точником постоянной интенсивности в бассейне с плавающим сплош-

ным упругим льдом (D ≠ 0), покрытым слоем снега. Из анализа годо-

графов, проведенного для этого случая, следует их существенная зави-

симость от скорости перемещения источника, упругих и вязких свойств 

ледяного покрова. 

Пусть η > η0, где 
1

1
221

1
21

2
2
10 )(])[(  hkaaag ,  

a1=2[5–2gH χ1k2+(1–2g H χ1 k 2)D1k4]( k 2gH)–1, 

a2=16(1+ D1 k 4)2[H+(1–g χ1 k)g χ1] (k 2g2H)–1. 

При таких η кривая волнового числа определена при любом значе-

нии скорости перемещения источника возмущений. Ее зависимость от  

иллюстрируют графики на рис. 5.17,б, приведенные для значений 

E=3·109H/м2, ρ1 =870 кг/м3, ρ0 = 250 кг/м3, h = h1 = 1 м,  = 0.34.  (5.21) 

Глубина бассейна и коэффициент трения полагались равными 103м, 

η = 6, 5·106 Пас. Линии с номерами 1 – 6 отвечают здесь значениям ско-

рости источника 10, 14, 15, 20, 50, 105 м/с. Видно, что для диапазона 

0 <  < 0, где 0 определяется по формуле (5.20) жесткость льда не вно-

сит качественных изменений в поведение годографа. Он имеет пример-

но такой же вид (линии 1), как и в случае битого льда. Не меняется за 

счет жесткости форма годографа и при 0 <  < 1, где 1 = F(k2), а k2 – 
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действительный корень уравнения 0)(' kF . В данном диапазоне  на 

годографе (кривые 2 – 4) в верхней и нижней полуплоскостях имеется 

по одной точке перегиба и одной точке с параллельной оси n касатель-

ной. Если 1 <  < C, то под влиянием жесткости льда и силы тяжести 

на годографах (кривые 5, 6) в указанных областях появляются еще по 

две точки перегиба, обозначенные на графике для  = 50м/с квадратами. 

Дальнейшее увеличении  стягивает ближайшие к оси m точки перегиба 

в одну, приближающуюся к началу координат. При  > C на годографе 

(кривая 6) сверху и снизу остается по две точки перегиба. Одна из них 

обусловлена вязкостью, а другая жесткостью льда. 

Пусть теперь η < η0. Тогда, кроме 0, 1, С, скорость перемещения 

источника имеет еще два критических значения 2 и 3, обусловленных 

упругими и вязкими свойствами льда. Они определяются по формуле 
1
3,23,203,2 )(  kk , где k2,3 – действительные корни уравнения 

3200 ,0)()( kkkkk  . 

От соотношения критических скоростей между собой и скоростью 

перемещения источника существенно зависит вид годографа. Возмож-

ные соотношения характеризуются на рис. 5.20 расположением графи-

ков, представляющих зависимость критических величин скорости от ко-

эффициента трения при значениях (5.21) для глубины бассейна 350 м. 

Здесь сплошными, штриховыми и штрихпунктирными линиями с одной 

и двумя точками изображены соответственно j(η), j = 0 – 3. Для источ-

ника, скорость перемещения которого изменяется в пределах одной из 

десяти пронумерованных на рис. 5.20 областей, вид годографа сохраня-

ется. Однако для различных областей он имеет не только количествен-

ные, но и качественные отличия. 

Если  < 2 (область 1), то годографом является геометрическое ме-

сто волновых чисел, обусловленных только трением. Он имеет вид кри-

вых с номерами 1 на рис. 5.17. Для областей 2 – 7 годограф составляют 

две ветви, что иллюстрируют графики на рис. 5.21, а. Они даны для 

η = 4.25·106 Пас при тех же значениях параметров, что и на рис. 5.20. 

Линии с номерами 1, 2, 3 отвечают скорости источника 28.5 (область 2), 

40.5 (область 6), 41.6 м/c ( = 3). Одна из ветвей годографа обусловле-

на вязкостью (штриховая кривая), а другая – изгибно-гравитационная 

(сплошная замкнутая кривая), жесткостью льда и силой тяжести. 
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Рис. 5.20 
 

При увеличении скорости в пределах областей 2 – 7 вязкий годограф 

деформируется, как и в случае битого льда. Переход через  = 0 связан 

с появлением по одной точке перегиба, симметрично расположенных 

сверху и снизу от оси n. Изгибно-гравитационный годограф с ростом  

деформируется как и при отсутствии трения [47, 169, 196]. Переход че-

рез  = 1 обусловливает появление на верхнем и нижнем его участках 

по две точки перегиба (области 3, 6), отсутствующие в диапазоне 

2 <  < 1 (области 2, 5). Из них ближайшие к оси m, стягиваясь в одну 

с увеличением , приближаются к началу координат при  → C, а годо-

граф приобретает форму, характерную для  > C (области 4, 7). Переход 

из областей 5, 6, 7 соответственно в 8, 9, 10 через  = 3 сопровождается 

соприкасанием вязкой и изгибно-гравитационной ветвей годографов в 

точке на оси m (кривая 3). Для  > 3 происходит разделение изгибно-

гравитационной ветви на два участка, каждый из которых вместе с до-

полняющим его участкам вязкой ветви в соответствующих полуплоско-

стях образуют годографы для областей 8, 9, 10. Характерные годографы 

для указанных областей представлены на рис. 5.21,б. Линиям 1, 2, 3 от-

вечают величины коэффициента трения (η·10–6) и скорости движения 

источника ( м/с) равные соответственно 5.5; 19 (область 8), 4.25; 41.9 

(область 9), 3.75; 67.5 (область 10). На годографах существуют точки 

перегиба и локальных экстремумов модулей m и n. Они обозначены 

кружком, квадратом и треугольником соответственно. С увеличением  

указанные точки удаляются от оси m, приближаясь к оси n. Эволюция 

особенностей изгибно-гравитационного участка годографа при измене-
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нии скорости качественно аналогична рассмотренной для η > η0 в диа-

пазоне  ≥ 50 м/с (рис. 5.17,б). 
 

 

Рис. 5.21 
 

Особенности годографа определяют структуру фазовых картин 

волновых возмущений, генерируемых движущимся источником. Для 

значений параметров из области 1 возмущения формируются только 

волнами, обусловленными вязкостью. Форма линий их гребней (впадин) 

имеет такой же вид, как и кривая 1 на рис. 5.18. При значениях из обла-

стей 2 – 7 возмущения формируются волнами, отвечающими волновым 

числам вязких и изгибно-гравитационных ветвей годографа. Поэтому 

пространственная структура возмущений является результатом сложе-

ния соответствующих этим ветвям фазовых картин. Фазовый портрет, 

отвечающий вязкой ветви кривой волнового числа, и его деформация 

при изменении скорости источника и коэффициента трения качественно 

такие же, как и для бассейна с битым льдом. Фазовая структура, порож-

денная изгибно-гравитационной ветвью годографа, практически не ме-

няется под воздействием вязкости ледяного покрова и определяется, 

главным образом, его жесткостью. Что касается областей 7, 9, 10, то для 

них фазовые картины возмущений, формируемых продольными, попе-

речными и изгибными волнами в зоне корабельного следа за движущи-

мися источником, так же практически не деформируются вязкостью. Ее 

влияние проявляется здесь возбуждением системы изгибно-вязких волн, 

которые вместе с гравитационными корабельными и изгибными форми-

руют структуру возмущений в следе. Фазовый портрет этих волн, соот-

ветствующий участку годографа для области 8 сверху от его локального 

минимума, приведен на рис. 5.22, а. Гребни волн, изображенные штри-

ховыми линиями, отвечают на годографе волновым числам между квад-
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ратом и треугольником, а сплошными – сверху от треугольника. 

Штрихпунктирными линиями ограничена угловая зона перед источни-

ком, свободная от обусловленных вязкостью возмущений. Эта зона, как 

и в случае битого льда, убывает с ростом коэффициента трения. Жест-

кость льда увеличивает ее. Перед источником в окрестности курса его 

следования под влиянием вязкости образуется и угловая зона, свободная 

от изгибных волн предвестников, а фазовый портрет приобретает вид, 

представленный на рис. 5.22, б для годографа из области 8. Сплошными 

кривыми изображены здесь лини гребней для волн, отвечающих участку 

годографа слева от точки вязкого перегиба, а штриховыми – справа от 

него до точки локального минимума. Направление нормали к годографу 

в точке перегиба определяет границы указанной угловой зоны. Угол ее 

раствора растет с увеличением скорости перемещения источника, что 

приводит к уменьшению области изгибных возмущений, опережающих 

его на трассах, параллельных направлению перемещения. Для больших 

величин скорости угол становится тупым и все возмущения, обуслов-

ленные изгибными волнами, сосредоточены в угловой зоне следа за ис-

точником. Она уменьшается с ростом скорости. 
 

 

Рис. 5.22 

 

При значениях коэффициента трения η > η0 изменение скорости в 

диапазоне 0 <  < 1 деформирует фазовые портреты, как и в бассейне с 

битым льдом. При  > 1 изменения структуры возмущений такие же, 

что и для значений параметров из областей 9, 10. 
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ГЛАВА 6. ТРЕХМЕРНЫЕ ВОЗМУЩЕНИЯ ВБЛИЗИ ДВИЖУЩЕЙСЯ 

ОБЛАСТИ ПОСТОЯННЫХ ДАВЛЕНИЙ 

 

6.1. Структура возмущений при малых скоростях движения области 

давлений 
 

Проведем исследование пространственного распределения изгиб-

ных деформаций  плавающего ледяного покрова и возмущений жидко-

сти под ним, формируемых в ближней зоне движущейся области давле-

ний вида (4.1) в условиях ледового сжатия. 

В предположениях линейной теории задача заключается в решении 

уравнения Лапласа (4.2) с граничными 
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и начальными 

0)0,,()0,,,(  yxzyx                                     (6.2) 

условиями, где lQD  ,,,, 4
111  определяются из (4.3). 

Переходя к системе координат x1, y, z, связанной с движущейся об-

ластью давлений, и применяя интегральные преобразования Фурье по 

горизонтальным координатам x1, y и Лапласа по времени t, при осесим-

метричном распределении давлений из (4.1), (4.2), (6.1), (6.2) получим 
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( )(* rf  – трансформанта Фурье-функции f(R)). 

Подынтегральная функция ψ(r,θ) не имеет особенностей на пути 

интегрирования по θ при любых r ≥ 0, так как возможные особенности 

отдельных слагаемых, представляющие собой действительные корни 

уравнений Δ1 = 0, Δ2 = 0, погашаются. Поэтому в соответствии с теоре-

мой Коши исходный путь интегрирования вдоль действительной оси от 

θ = –π/2 до θ = 3π/2 можно деформировать в путь L0, обходящий в ком-

плексной плоскости корни )/(,arccos 002,1  r  уравнения 

Δ1 = 0 по малым полуокружностям, на которых 0)Re( 1 i , а корни 
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04,3 arccos   уравнения Δ2 = 0 – по полуокружностям, где 

0)Re( 2 i . Перепишем теперь J в виде 
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где L01 обходит только точки θ1,2, а L02 – точки θ3,4. Так как J1,2 стремятся 

к нулю при t→∞ для любого фиксированного R, то очевидно, что J0 ха-

рактеризует установившееся движение, рассмотрением которого огра-

ничимся в дальнейшем при условии 01 2QQ  , 10 DQ  , необходимом 

для устойчивости ледяной пластинки. 

Если D > 0 (лед упругий), то с ростом r функция r/*   сначала убыва-

ет, достигая минимума 0 в некоторой точке r0, затем монотонно возрастает. 

Скорость 0 есть минимальная фазовая скорость волновых возмущений в си-

стеме лед – вода и определяется как ),( 0*0 r r0 – единственный положи-

тельный корень уравнения r/ , штрих означает производную. 

Отметим, что зависимость 0 от Q и h исследовалась в разделе 2.4. 

Можно показать, что в приближении коротких волн справедливо сле-

дующее соотношение 
21
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При Q1 = 0 эта формула принимает вид 
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Пусть  < 0. Тогда особенностей по θ на пути интегрирования в (6.4) 

нет, а L0 совпадает с отрезком действительной оси от 2  до 

23 , так как в данном случае 01   и 02  . Подынтегральная 

функция в выражении для ζ также не имеет особенностей и по r, что 

позволяет провести исследование ζ численно. 

Расчеты проводились для p0 = 100 Па, глубины моря Н = 103 м и 

значений (4.13) для различных распределений f(x,y) давления в области. 

Толщина льда изменялась в пределах от 0 до3.5 м, а сжимающее усилие 

от –2 Q0 (растяжение) до 1.8 Q0 (сжатие). Верхний предел интегрирова-

ния по r в выражении (6.3) выбирался таким образом, чтобы величина 

погрешности определения ζ не превышала 2%. Следует отметить, что в 
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дальней зоне при  < 0 возмущения затухают с расстоянием от эпицен-

тра области давлений не медленнее, чем О(R–1). 

Анализ результатов показал, что при малой скорости перемещения сосре-

доточенных давлений 



















H

y

H

x
yxf ),(                                             (6.5) 

прогиб льда при отсутствии сжатия имеет форму, близкую к осесимметричной. 

Увеличение скорости  нарушает осесимметричность прогиба 

[95, 174]. Симметрия относительно координатных осей при этом сохра-

няется, а впереди и за областью образуются локальные возвышения, вы-

тянутые в направлении, перпендикулярном курсу следования давлений 

[36]. В этом же направлении происходит и растяжение основного про-

гиба. Его крутизна становится максимальной перед областью давлений 

и за ней, а минимальной – в направлении, перпендикулярном к трассе. 

Локальные возвышения имеют место и по обе стороны от трассы. 

Однако их высота увеличивается с ростом скорости перемещения дав-

лений существенно медленнее, чем высота поднятия по курсу. При , 

близких к 0, высота боковых возвышений составляет менее 20% от вы-

соты возвышений по трассе. Топография прогиба при h = 2.5 м, 

0,2.0)( 1
21   QgHF  иллюстрируется на рис. 6.1, где сплошные и 

штриховые линии характеризуют соответственно отклонения (в милли-

метрах) вверх и вниз от невозмущенного уровня, представленного жир-

ной линией. Вне изображенной на рис. 6.1 области происходят волно-

вые колебания льда, которые, однако, быстро затухают с удалением от 

области давлений. 

 

 
 

Рис. 6.1 
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Увеличение толщины льда приводит к уменьшению глубины прогиба ζ0 

под эпицентром нагрузки и высоты ζ* образующихся на трассе поднятий. С ро-

стом F (числа Фруда) значения ζ0, ζ* увеличиваются. Это иллюстрирует рис. 6.2, 

где сплошные, штриховые, штрихпунктирные линии с одной и двумя точками 

отвечают толщинам льда 1.5, 2, 2.5, 3 м, а ζ* дано в логарифмическом масшта-

бе. Треугольниками отмечены значения, достигаемые для указанных толщин 

льда при числах Фруда, равных 0.165, 0.185, 0.202, 0.215 соответственно. При 

этом значения 21
0 )(  gH  для рассматриваемых h равны 0.171, 0.190, 0.207, 

0.221. Расстояние L между центрами оснований прогиба и поднятий по трассе 

увеличивается с ростом толщины льда и уменьшается с увеличением числа 

Фруда. Это видно из рис. 6.3, а, где обозначения те же, что и на рис. 6.2. 

Пространственное распределение амплитуд возмущений в жидко-

сти на фиксированной глубине качественно такое же, как и на поверх-

ности лед-вода, но затухание возмущений с глубиной вне трассы следо-

вания давлений происходит медленнее, чем под трассой. 

Изменения топографии прогиба льда под влиянием ледового сжа-

тия при фиксированном  качественно аналогичны имеющим место при 

изменении скорости перемещения давлений при Q1=0. С ростом сжи-

мающего усилия значения ζ0 и  ζ* увеличиваются, а с ростом растягива-

ющего – уменьшаются. Расстояние L меняется при этом в противопо-

ложном направлении. Влияние Q1 на эти характеристики при h = 3 м 

показано на рис. 6.3, б, 6.4, где пунктиром дана зависимость без учета 

ледового сжатия (Q1 = 0). Сплошные, штриховые, штрихпунктирные 

линии с одной и двумя точками для L и ζ0 над пунктирной соответству-

ют здесь растяжению, а под ней – сжатию с усилием 0.5 Q0, Q0, 1.5 Q0, 

1.8 Q0. Для ζ* аналогичные линии сверху от пунктирной характеризуют 

сжатие, а снизу – растяжение. Треугольниками отмечены значения, до-

стигаемые при числах Фруда 0.188, 0.155, 0.110, 0.067 в условиях сжа-

тия, и 0.237, 0.257, 0.275 – при растяжении в порядке возрастания уси-

лия. Значения 21
0 )(  gH  равны здесь соответственно 0.194, 0.161, 

0.115, 0.072 при сжатии и 0.243, 0.263, 0.280 при растяжении. 

Ледовое сжатие увеличивает, а растяжение уменьшает амплитуду 

возмущения жидкости под ледяным покровом. Однако затухание ам-

плитуды с глубиной в условиях сжатия происходит быстрее, а при рас-

тяжении – медленнее, чем при Q = 0. Вместе с тем на фиксированной 

глубине амплитуда при сжатии оказывается большей, чем при отсут-

ствии сжимающего усилия. 

Пусть теперь по поверхности льда движется осесимметричная об-

ласть давлений 

 ./exp 222
2

0 HRk
k

pp 


                                  (6.6) 
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В этом случае, как и для сосредоточенной нагрузки,  

S

HppdS 2
0 , где 

S – поверхность льда под давлениями. Результаты численных расчетов, 

выполненных при таком распределении давлений, показали, что струк-

тура топографии прогиба льда в качественном отношении аналогична 

полученной при движении сосредоточенных давлений (рис. 6.1). Харак-

теристики прогиба льда при F = 7·10–2 ( = 24.7 км/час), Q1 = 0 даны в 

табл. 6.1, где R0 – радиус окружности, на которой давление в е раз 

меньше, чем в эпицентре области. Значениям радиуса 0, 1, 10, 100 м со-

ответствуют k, равные ∞, 103, 102, 10. Видно, что чем равномернее рас-

пределена нагрузка с удалением от эпицентра при фиксированной тол-

щине льда, тем меньше глубина прогиба ζ0 и высота локальных макси-

мумов ζ*. Расстояние между центрами оснований прогиба и поднятий по 

трассе при этом увеличивается. Величины ζ*, ζ0 практически равны ну-

лю при R0 = 1000 м (k = 1). Уменьшение толщины льда усиливает влия-

ние неравномерности распределения давлений на характеристики про-

гиба. При этом величина R0, для которой ζ0, ζ*, L близки по значениям к 

соответствующим параметрам при сосредоточенной нагрузке, убывает. 

 

 
Рис. 6.2                 Рис. 6.3                           Рис. 6.4 

 

Так, для льда толщиной 2.5, 2, 1 и 0.5 м нагрузку можно с достаточ-

ной степенью точности считать сосредоточенной при R0 = 10, 6, 2, 1 м 

соответственно. 
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Таблица 6.1 
Характеристики 
прогиба, м 

       R0, м 
h м 100 10 1 0 

ζ0·103 

0.2 
0.5 
1.0 
1.5 
2.0 
2.5 

5.294 
5.289 
5.245 
5.141 
4.977 
4.771 

603.8 
231.4 
99.12 
57.68 
38.71 
28.23 

1861 
378.1 
126.4 
67.47 
43.37 
30.82 

1922 
382.5 
126.9 
67.55 
43.45 
30.86 

ζ*·103 

0.2 
0.5 
1.0 
1.5 
2.0 
2.5 

0.0157 
0.0158 
0.0162 
0.0184 
0.0246 
0.0336 

95.15 
19.46 
4.436 
2.115 
1.34 
0.925 

253 
26.55 
5.813 
2.641 
1.551 
1.029 

257 
26.75 
5.820 
2.651 
1.560 
1.030 

L 

0.2 
0.5 
1.0 
1.5 
2.0 
2.5 

265 
263 
261 
253 
246 
247 

20.83 
36.39 
62.27 
87.5 
108 
128 

17.88 
33.75 
30.63 
82.3 
106 
127 

17.84 
33.75 
60.63 
82.0 
106 
127 

 

Предположим, что  222
0 /exp HRkpp  . Тогда  

S

kHppdS 22
0 / . 

С ростом k при фиксированном р0 в центре движущейся области величина 

нагрузки не меняется, а вне его на заданном удалении R – убывает. Для 

такого распределения давления при тех же условиях, что и для (6.6), с 

ростом k от нуля до некоторого *k  (уменьшением R0 от ∞ до *
0R ) глуби-

на прогиба ζ0 увеличивается до значения  *
0 . Дальнейшее увеличение k 

(уменьшение R0) приводит к убыванию ζ0. Отметим, что *k = 7.46, 
*
0R = 180 м, *

0 =3 мм, если F = 0.2, h = 2.5 м, Q1 = 0. С уменьшением F 

значения *k , *
0R  практически не меняются, а *

0  убывает. С ростом h 

растут *k , *
0 , а *

0R  уменьшается. Характер зависимости у *  от измене-

ний k (или R0) качественно такой же, как у ζ0. Величина L при этом при-

нимает примерно те же значения, что и для давлений вида (6.6) из 

табл. 6.1. 

Рассмотрим теперь функцию распределения давлений вида 










,,0

,),/( 22
0

bR

bRbHp
p                                   (6.7) 

когда нагрузка величиной 2
0Hp  распределена в круге радиуса b. При 

b → 0 она переходит в сосредоточенную. Для значений b, меньших не-

которого *b , зависящего от толщины льда, числа Фруда и величины 

сжимающего усилия топография прогиба и волновое возмущение жид-
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кости под ледяным полем в качественном отношении аналогичны обра-

зующимся при рассмотренных выше распределениях давлений. Увели-

чение b от 0 до b* приводит к качественно таким же изменениям харак-

теристик прогиба и возмущений жидкости, как и уменьшение k для дав-

лений вида (6.6). При этом в случае области вида (6.7) для заданного 

b = b0 < b* глубина прогиба ζ0 и высота образующихся на трассе гребней 
*
0  больше, а расстояние L между ними меньше, чем в случае (6.6) при 

R0 = b0. С ростом толщины льда убывает зависимость характеристик 

прогиба от вида распределения давлений. В частности, для области (6.7) 

при b0 = 10 м величины ζ0, *  превышают приведенные в табл. 6.1 для 

R0 = 10 м соответственно на 30%, 65% при h = 0.2 м и на 3%, 10% при 

h = 2.5 м. Отличия значений L в этих случаях не превышают 4%. 

Если b > *b , то структура прогиба качественно меняется. Это иллю-

стрирует рис. 6.5, где сплошной, штриховой, штрихпунктирной линия-

ми с одной и двумя точками изображен вид прогиба ζ вдоль трассы 

(γ = 0) движения эпицентра области давлений (6.7), распределенных в 

круге радиуса b = 100 м для толщин льда 2.0, 1.5, 1.0, 0.5 м соответ-

ственно при F = 0.07 и Q1 = 0. Таким значениям h при этих условиях от-

вечают величины b*, равные 102, 83, 60.5, 35 м. Из графиков следует, 

что при b > b* положение максимума глубины прогиба смещено от цен-

тра к границе области давлений [78, 130]. Чем меньше толщина льда, 

тем это смещение больше. При других значениях γ структура прогиба 

качественно такая же, как и на рис. 6.5. Имеются лишь количественные 

отличия значений максимума глубины прогиба. С удалением от трассы 

движения эпицентра (от γ = 0 до γ = π/2) эти значения убывают, но не 

более чем на 10% при b = 100 м. 

 
Рис. 6.5 

 

На рис. 6.5 видна точка, в которой пересекаются все кривые. Ана-

логичные точки имеются и при любых других значениях γ. Геометриче-

ское место проекций таких точек на горизонтальную плоскость образует 

эллипс, меньшая полуось которого (γ = 0) практически совпадает с ра-
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диусом области давлений, а большая (γ = π/2) превышает его. Однако 

это превышение, увеличивающееся с ростом F, незначительно. Напри-

мер, при b = 100 м, F = 0.07 оно составляет 2 м, а при F = 0.12 – 3 м. 

Глубина прогиба вдоль эллипса практически не зависит от толщины 

льда. С увеличением γ от 0 до π/2 она возрастает, но не более чем на 5%. 

При фиксированной толщине льда с уменьшением радиуса области дав-

лений до b* максимальная глубина прогиба растет, а ее местоположение 

смещается к центру области. При этом разность значений максимальной 

глубины прогиба и глубины под центром области давлений убывает. 

Для всех b < b* глубина прогиба и высота возвышений увеличиваются с 

ростом сжимающего (Q1 > 0) усилия и уменьшаются с ростом растяги-

вающего (Q1 < 0). Увеличение толщины льда приводит к уменьшению ζ0 

и ζ*. Однако при b > b* глубина прогиба под нагрузкой с ростом толщи-

ны льда может, наоборот, увеличиваться, а с ростом сжимающего уси-

лия – уменьшаться. Зависимость b* от величин F и Q1 представлена в 

табл. 6.2 для h = 1 м и в табл. 6.3 для h = 2 м. Анализ результатов пока-

зал, что скорость движения давлений влияет на b* слабо. Так, при отсут-

ствии сил ледового сжатия для h = 1 м b* меняется в пределах 59–61 м 

при изменении скорости практически во всем докритическом диапазоне. 

При Q1 = Q0 значение b* может меняться в пределах 53 – 54 м. Для 

h = 2 м диапазон изменений b* при отсутствии сил ледового сжатия 

находится в пределах 99 – 103 . 
 

                                      Таблица 6.2                            Таблица 6.3 

     F 

Q1 
0.02 0.1 0.146 

– Q0 67.5 68 69 

0 59.0 61 61.1 

0.5 Q0 55.5 57 – 

Q0 53.0 54 – 

1.5 Q0 50.5 – – 
 

Сжимающие усилия оказывают на b* большее влияние, чем скорость 

перемещения давления. Так, при изменении Q1 от нуля до Q0, для льда 

толщиной 1 м значение критического радиуса уменьшается примерно на 

6–7 м практически во всем докритическом диапазоне изменения . Увели-

чение Q1 от нуля до 1.5 Q0 при малых  уменьшает b* приблизительно на 

9 м. Для льда толщиной 2 м уменьшение критического радиуса, соответ-

ствующего росту Q1 от нуля до Q0, составляет около 10 м. 

При Q1 = 0 изменение h от 1 до 2 м может увеличить b* приблизи-

тельно на 40 м (или на 65%). Следовательно, для рассмотренных значе-

ний физических параметров изменение толщины льда оказывает более 

        F 

  Q1 
0.1 0.19 

– Q0 111 113 

0 102 103 

0.5 Q0 94 – 

Q0 86 – 

1.5 Q0 83 – 
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существенное влияние на критический радиус, чем изменение усилий 

ледового сжатия. 

Таким образом, при докритических скоростях движения области 

давлений волновой след за ней не возникает, а топография возмущений 

представляет собой вытянутый поперек трассы прогиб поверхности лед-

вода и локальные возвышения впереди и за ним, симметричные относи-

тельно координат осей. 

С увеличением скорости или сжимающего усилия, а также с 

уменьшением толщины льда прогиб вытягивается в поперечном и сжи-

мается в продольном направлении. Глубина его при этом возрастает. 

 

6.2 Структура возмущений при скоростях движения области 

давлений, превышающих минимум фазовой скорости свободных 

изгибно-гравитацтонных волн 

 

Рассмотрим теперь сверхкритический диапазон скорости движения 

области давлений. Пусть 0 <  < (gH)1/2. В установившемся режиме вы-

ражение для , вытекающее из (6.3), (6.4), можно представить [37] в ви-

де 

,)(,)(,)(),(
8
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(r1,2 – действительные корни уравнения 0 r ). При 0< r < r1, 

r2 < r < ∞ в J0 нет особенностей по θ. Путь L0 в этом случае, как и при 

0 , совпадает с отрезком действительной оси. У ζ1, ζ3 нет особенно-

стей и по r, за исключением интегрируемых в концевых точках r1, r2. 

Следовательно, интегралы ζ1, ζ3 можно считать численно. 

При r1< r < r2 в интеграле J0 путь L0 обходит точки θ1, θ4 в нижней, а 

θ2, θ3 в верхней полуплоскостях. Представим ζ2 в виде 
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(L* – замкнутый контур, образованный L0 и контурами Lk, на которых 

0)]cos(Re[ irR ). Выбор L* зависит от угла γ. Для 0 ≤ γ < θ2, 

θ2≤ γ ≤θ3, θ3< γ ≤π контур L* изображен на рис. 6.6, а – в соответственно, 

где L0 характеризуется сплошной линией, а Lk – штриховой. После при-

менения теоремы Коши найдем 
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Рис. 6.6 
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Здесь )(*
2,1 r  – корни уравнения )(2 r , если 0 < γ < θ0, и уравне-

ния )(3 r  при π–θ0 < γ < π. Отрезки интегрирования по r для I1 и I2 

определяются соответственно из заштрихованных слева направо и спра-

ва налево областей для заданного γ на рис. 6.7. Верхняя и нижняя гра-
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ницы этих областей соответствуют γ = θ3(r) и γ = θ2(r). Функции Ф1,2 в Ik 

не имеют особенностей по r, кроме интегрируемых в точках r1, r2. 

 
Рис. 6.7                                               Рис. 6.8 

 

Из условия 0)]cos(Re[ irR  следует, что при стремлении к бес-

конечности мнимой части θ в комплексной плоскости (рис. 6.6) получа-

ем J2 = J4 = J6 = 0. Так как Ф0(r,θ) = Ф0(r, θ+2π), а L1 и L7 противополож-

но направлены, то J1+J7 = 0. 

После замены ω = i[(π+γ)–θ] в интеграле J3 и ω = i(θ–γ) в J5 получим 
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Так как  
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Интегралы А2 и 
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Ф du, а следовательно, и J3 + J5 = J3 можно считать 

численно. Таким образом, задача определения ζ сведена к численному 

интегрированию выражений ζ1, ζ3, Ik (k = 1, 2, 3). 

Интеграл 
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отрезков интегрирования и коэффициенты kkkk baqp ,,,  выберем так, 

чтобы погрешность аппроксимации не превышала заданной. 

В результате предложенной аппроксимации получим 
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где  )./arccos(*  gH Отрезки интегрирования по r в зависимости от 

 определяются для этого случая из рис. 6.8. Выражение I3 остается 

прежним. Однако при его вычислении с применением предложенной 

аппроксимации следует иметь в виду, что 0)()( *
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*
41  kk uAuA  в точке 

r = 0. 

Численный анализ возмущений проводился в случае сосредоточен-

ной нагрузки [155, 186] типа δ-функции (6.5) при Е = 3·109 Нм–2, 
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ρ1 = 870 кгм–3, ρ = 103 кгм–3, μ = 0.34. Толщина ледяной пластинки при-

нималась равной 1 и 2 м, а величина Q1, характеризующая ледовое сжа-

тие, полагалась равной 0, .5.1, 11 DD  Глубина жидкости бралась 

103 м для gH  и 30 м для gH . При этом значение ε полагалась 

равным 0,02. Коэффициенты pk, qk, bk, ak полиномов, аппроксимирую-

щих с ошибкой 1.5% функцию (u2–1) 
–1/2 на отрезках ],[ **

1 kk uu   и значе-

ния )3,2,1(* kuk , брались из таблицы 6.4. 

Результаты численных расчетов представлены на рис. 6.9 – 6.13, где 

отклонения изолиний от невозмущенного уровня даны в миллиметрах. 

Для gH  (рис. 6.9 – 6.12) вес нагрузки 1.6∙106 Н, а при gH  

(рис. 6.13) – 1.44∙106 Н, что соответствует 2πp0 = 102 и 105 Па. Шкала де-

лений по координатным осям на рисунках дана в метрах. 
 

                                                                                 Таблица 6.4 

k *
ku  ak bk pk qk 

1 1.06 1.04 3.5007 831.52 –44.617 

2 1.15 1.10 2.1822 84.615 –11.430 

3 1.46 1.30 1.2059 5.5380 –2.2681 
 

 
Рис. 6.9 

Анализ результатов численных расчетов показал, что при υ > υ0 со-

храняется симметрия топографии поверхности лед–вода только относи-

тельно трассы перемещения давлений. Точка максимального прогиба 

находится теперь за нагрузкой, удаляясь от нее с увеличением υ. Уда-

ляются при этом и точки максимального углубления прогиба на линиях, 

параллельных трассе. Геометрическое место этих точек имеет распреде-
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ление, близкое к гиперболическому с вершиной на трассе. Направление 

желобов прогиба составляет с трассой угол, близкий к arctg[(υ/υ0)2–1]–1/2. 
 

        
                      Рис. 6.10                                          Рис. 6.11 

 
                   Рис. 6.12                                             Рис. 6.13 
 

Волновые возмущения перед и за прогибом с удалением от нагруз-

ки затухают значительно медленнее (примерно как R/1 ), чем в случае 

υ < υ0. Передний склон прогиба круче заднего. Перед нагрузкой волна 

заметно короче, чем за нагрузкой. Однако с удалением от трассы длины 

волн постепенно выравниваются. Глубина прогиба и амплитуды волно-

вых возмущений с ростом υ при υ > υ0 убывают. Длины волн перед 

нагрузкой уменьшаются, а за ней увеличиваются. Скорость изменения 

длин и амплитуд волн за областью при увеличении υ существенно 

больше, чем перед ней. 

При малых превышениях скорости υ над υ0 амплитуды волн перед и 

за нагрузкой примерно одинаковые. Они, как и при υ < υ0, монотонно 

затухают вдоль своих гребней. Иллюстрация топографии возмущений 
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для такого случая приведена на рис. 6.9 при  = 0.2 gH , h = 2 м, Q = 0 

Дальнейшее увеличение υ приводит к появлению локальных экстрему-

мов на гребнях (впадинах) возмущений перед нагрузкой. Линия, соеди-

няющая максимальные по высоте (глубине) экстремумы, имеет вид вет-

ви гиперболы с вершиной в точке максимального прогиба на трассе. 

Направление лучей этой ветви зависит от скорости υ. Чем больше υ, тем 

больший угол образуют эти лучи с направлением движения нагрузки. В 

волновом следе за областью давлений желоб прогиба расширяется, при-

обретая слабо выраженную холмистость ложа, т.е. глубина желоба убы-

вает немонотонно с удалением от трассы. Наглядная иллюстрация топо-

графии возмущений для этого случая представлена на рис. 6.10 при 

,3.0 gH  h = 2 м, Q = 0. 

Отметим, что если υ превышает некоторое значение, обозначенное 

через υ1 (см. раздел 4.3), то волнистую структуру приобретают и боко-

вые границы желоба в волновом следе. Это видно из топографии на 

рис. 6.11 для h = 1 м при тех же условиях, что и на рис. 6.10. Отметим, 

что указанный эффект, по-видимому, обусловлен вкладом продольных 

волн типа корабельных, возбуждаемых при υ > υ1. 

Для gH  волновые возмущения за прогибом в следе незначи-

тельны. В частности, для Н = 30 м, h = 1 м, 0,2.1  QgH  (рис. 6.12) 

высоты гребней перед прогибом и за ним составляют 70 и 10 мм соот-

ветственно. Кроме того, первый гребень перед прогибом приобретает 

ярко выраженную волнистость. 

Из результатов численных расчетов также следует, что уменьшение 

толщины ледяной пластины при фиксированном значении υ в каждом 

из диапазонов gHgH  ,, 110  приводит к увеличе-

нию глубины прогиба и амплитуд максимальных волновых возмуще-

ний. Кроме того, гребни волн перед нагрузкой становятся еще более 

холмистыми. Это видно из сопоставления рис. 6.10 и 6.11. Возможно и 

появление заметных локальных возвышений по разные стороны от 

трассы за прогибом при скоростях из диапазона 10  . Угол между 

желобом прогиба и трассой за областью давлений с уменьшением тол-

щины пластины убывает. 

Равномерное сжатие увеличивает максимальную глубину прогиба. 

Угол между направлением желоба прогиба и осью абсцисс убывает с 

ростом сжимающего усилия. Возвышение за прогибом с ростом Q рас-

тягивается вдоль трассы и сужается в поперечном направлении. Его вы-

сота при этом существенно возрастает, что возможно, является след-

ствием суперпозиции изгибных, продольных и поперечных корабель-

ных волн, имеющей место вблизи трассы за нагрузкой (см. раздел 4.2) 
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при сжимающих усилиях, превышающих величину Q0 (см. разделы 2.4, 

3.3). Структура желоба прогиба и распределений амплитуд возмущений 

вдоль гребней перед нагрузкой с ростом сжимающего усилия изменяет-

ся качественно так же, как и с увеличением скорости перемещения 

нагрузки. Иллюстрация топографии возмущений при 15.1 DQ , 

м,2h  м,103H  gH0.2  приведена на рис. 6.13. 

Амплитуды изгибных возмущений (перед нагрузкой) затухают с 

глубиной жидкости быстрее гравитационных и обусловленных про-

гибом (за нагрузкой). С ростом скорости перемещения нагрузки, сжи-

мающего усилия и уменьшением толщины пластинки затухание изгиб-

ных возмущений с глубиной усиливается вследствие уменьшения их 

длин. Это приводит и к усилению различий топографий возмущений в 

жидкости на заданной глубине и на поверхности пластинка-жидкость. 

Точка максимального отклонения от невозмущенного уровня на фикси-

рованной глубине отстает от нагрузки сильнее, чем соответствующая ей 

точка максимального прогиба ледяной пластинки. Холмистость гребней 

изгибных возмущений и желоба прогиба сглаживаются с ростом глуби-

ны, при этом точки максимумов амплитуд изгибных возмущений уда-

ляются от трассы. 

 

6.3. Сопоставление экспериментально полученных характеристик 

изгибных деформаций ледяного покрова с результатами теоретического 

моделирования 

 

На основе построенного в 6.1, 6.2 метода расчета возмущений вы-

полним исследование установившихся колебаний льда для условий 

натурных экспериментов. Из известных литературных источников 

[13, 93-97, 132, 163, 173, 183, 192, 193, 195, 197] для сравнения с резуль-

татами теоретического анализа остановимся на работах [195, 197]. 

При сравнении учтем массу нагрузки М0, связанную с функцией 

распределения движущихся давлений соотношением 






 dxdyyxfgpM ),(1
00 . 

Эксперимент [197] проводился на льду озера Сарома (о.Хоккайдо, Япо-

ния) с использованием аэросаней массой 235 кг и размерами 

2.430.79 м. В окрестности трассы движения толщина, соленость, тем-

пература, модуль нормальной упругости и коэффициент Пуассона озер-

ного льда, глубина озера и плотность воды равнялись соответственно 

0.17 м, 7.7 ‰, –2 – –4С, 6.1·108 Нм–2, 0.33, 6.8 м, 1026 кг·м–3. Скорость 

саней варьировалась в пределах от 0 до 14.2 м·с–1. Прогиб льда измерял-
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ся тремя дефлектометрами, расположенными вдоль трассы, а положе-

ние саней определялось с помощью детекторов. 

В эксперименте на морском льду [195] вблизи острова Тент 

(прол. Мак-Мёрдо, Антарктика) колебания возбуждались фордовским 

грузовым пикапом массой около 2100 кг, двигавшимся с постоянной 

скоростью из интервала от 4 до 28 м·с–1. Средняя толщина льда в районе 

эксперимента была 1.6 м и варьировалась незначительно. Здесь, в отли-

чие от [197], измерялось тензометрическим способом напряжение изги-

ба льда вблизи трассы перемещения пикапа. 

В результате обоих экспериментов установлено, что структура из-

гибных деформаций [197] и напряжение изгиба [195] зависит от вели-

чины нагрузки, скорости ее перемещения и физических характеристик 

льда. При этом четко зафиксировано наличие критического значения 

скорости, равного 5.8 м·с–1 и 18 м·с–1 [195]. 

Происходящие при этой скорости качественные изменения возму-

щений дают основание считать ее равной экспериментальному значе-

нию 0. Форма прогиба при  < 0 меняется с ростом скорости нагрузки. 

Как отмечалось в [197], при  < 3.5 м·с–1 прогиб похож на статический. 

Увеличение скорости приводит к образованию возвышений перед и за 

нагрузкой, а также к росту крутизны склонов и глубины прогиба. Эти 

изменения особенно существенны в окрестности значения  = 5 м·с–1 и 

усиливаются с приближением  к 0. При больших, чем 0, скоростях 

перед и за эпицентром давлений возбуждаются волновые возмущения. 

Длины волн за нагрузкой больше, чем перед ней. Наконец, в диапазоне 

 > С, где С ≈ 8 м·с–1, волновых возмущений за нагрузкой нет. 

Подобные эффекты прослеживаются и на иллюстрациях изгибных 

напряжений в [195]. Однако соответствующие значения переходных 

скоростей не отмечаются, хотя из рис. 3 работы [195] можно заключить, 

что качественный аналог скорости С, отмеченной в [197], можно при-

ближенно оценить в 23.4 м·с–1. 

При численных расчетах на основе вышеизложенной теоретической 

модели нагрузки, создаваемые санями и пикапом, моделировались кру-

говыми областями постоянных давлений [39] с радиусами 0.75 и 1.2 м 

соответственно. Плотность льда при расчетах полагалась равной 870 

кг·м–3. Ввиду отсутствия в [195, 197] информации о ледовом сжатии ве-

личина Q полагалась равной нулю. Для морского льда по гидрологиче-

ским данным [195] и диаграмме на рис. 9 из работы [185] модуль нор-

мальной упругости принимался равным 4.05·10–9 Н·м–2, а в соответствии 

с [11] коэффициент Пуассона брался равным 0.34. Отметим, что соглас-

но выводам работ [91, 185] для любых гидрологических условий упру-

гие свойства неоднородного морского льда довольно хорошо описыва-
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ются интегрально осредненным модулем нормальной упругости, зави-

сящим от толщины, температуры и солености. 

Значение глубины в районе морского эксперимента [195] не приво-

дится, но из соотношения С = (gH)1/2 при С = 23.4 м·с–1 найдем, что 

Н ≈ 56 м. По теоретическим формулам для условий экспериментов 

находились значения критических скоростей перемещения давлений, 

профили изгибных деформаций и напряжения изгиба льда вдоль трассы. 

Определялась величина 0. Кроме того, вычислялись значения 

C = (gH)1/2, 1 = τ1(r1), * = τ(r*) при переходе через которые меняется 

структура изгибных деформаций льда. Здесь 
2/11322

1 ])''()'(')/[(  rrr , а r1 и r* – положительные корни 

уравнений 1 (r) = 0, '' (r) = 0 соответственно. 

Для условий эксперимента на озерном льду [197] вычисленные тео-

ретические значения *, 0, 1, C оказались соответственно равными 

4.88; 6.08; 7.30; 8.16 м·с–1. Критическое значение 0 превышает экспе-

риментальное на 4.6%. Отличия соответствующих значений * и C не 

превосходят 2%. Такие расхождения критических и переходных скоро-

стей, полученных теоретически и экспериментально, можно объяснить 

погрешностями эксперимента и теоретической модели, не учитываю-

щей вязкие и пластические свойства льда [191]. Здесь могло сказаться и 

пренебрежение ледовым сжатием, о возможности влияния которого 

упомянуто и в [197]. Отметим, что при сжимающем усилии Q1 = 0.21Q0 

теоретическое значение 0 совпадает с экспериментальным. Переходное 

значение 1 в эксперименте не фиксировалось. Вероятно, это связано с 

тем, что приборы располагались вблизи трассы, хотя, начиная с 1, в 

формировании изгибных деформаций льда проявляется и роль продоль-

ных корабельных волн. Однако их влияние заметно на удалении от 

трассы. В ближней зоне оно может проявляться в волнистой структуре 

жёлоба прогиба, не отражаясь на трассе. 

Графические зависимости изгиба озерного льда от времени изобра-

жены на рис. 6.14 – 6.17, где сплошные линии получены эксперимен-

тально, а штриховые и штрихпунктирные – теоретически. Нулевой мо-

мент времени (откладываемого по оси абсцисс) соответствует прохож-

дению саней около дефлектометра. На рис. 6.14 представлено ζ(t) для 

 = 2.2, а на рис. 6.15 – для  = 4.2 м·с–1 из диапазона  < 0. Сплошные 

и штриховые линии на рис. 6.16 характеризуют изгиб при  = 6.2 м·с–1, а 

на рис. 6.17 – для  = 8.9 м·с–1. Штрихпунктирная линия на рис. 6.16 от-

вечает скорости 6.3 м·с–1. Отметим, что скорости 6.2 и 6.3 м·с–1 находят-

ся в диапазоне (0, С), а скорость 8.9 м·с–1 превышает С. 
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Рис. 6.14                                                   Рис. 6.15  

 

 

Рис. 6.16                                                       Рис. 6.17 
 

Представленные зависимости показывают качественную согласован-

ность теоретических и экспериментальных результатов. Имеющееся при 

 < 0 и  > С превышение измеренного максимума глубины прогиба над по-

лученным теоретически составляет не более 20%. Отставание точки макси-

мального прогиба льда от саней в эксперименте больше, чем по теории, хотя и 

незначительно. При 0 <  < С наилучшее совпадение теоретических и экспе-

риментальных профилей ζ(t) наблюдается вблизи нагрузки. С удалением от 

нее усиливаются отличия теоретических длин и амплитуд волн от экспери-

ментальных как перед нагрузкой, так и за ней. Это может быть обусловлено 

близостью скорости саней к критическому значению 0, в окрестности кото-

рого резко меняется структура колебаний, вследствие чего устойчивость вол-

новой картины по отношению к малым вариациям  оказывается весьма сла-

бой. Так, возможное влияние погрешности экспериментального определения 

 иллюстрирует сопоставление штриховой и штрихпунктирной линий на 

рис. 6.16. Кроме того, здесь могла сказаться и малая дистанция пробега саней, 

приводящая в эксперименте к нестационарности волновой картины. 

Для морских условий [195] полученные теоретически значения *, 

0 1 равны соответственно 14, 92; 18, 12; 21.22 м·с–1. Отличие величи-

ны 0 от экспериментальной составляет менее 1%. Такая погрешность 

определения 0 и прослеживающаяся зависимость структуры приведен-

ных в рассматриваемой работе профилей напряжения изгиба льда от 



 

200 

скорости пикапа позволяет считать найденные значения переходных 

скоростей близкими к реальным. 

Изгибные колебания льда рассматривались в эксперименте путем 

регистрации изменений напряжения изгиба вблизи трассы движения 

пикапа. Так как расстояния от тензометров до трассы малы по сравне-

нию с горизонтальными масштабами изгиба льда, то при теоретических 

исследованиях напряжение вычислялось через прогиб по формуле [73, 

107, 162] 22

2

1
xEhx  . 

Из-за неопределенности шкалы делений на графиках напряжений в 

[195], введен нормированный коэффициент К, равный отношению экс-

периментального максимума напряжений к теоретическому при 

 = 13.8 мс–1. Ввиду того, что при малых скоростях движения давлений 

экспериментальные профили изгиба льда согласуются с теоретическими 

(на рис. 6.14 – 6.17.), этот коэффициент можно считать близким к еди-

нице. Зависимости σ(t), полученные экспериментально, и Кσ(t), рассчи-

танные теоретически, представлены соответственно сплошными и 

штрихпунктирными линиями на рис. 6.18 – 6.21. Штриховые линии на 

рис. 6.18 и 6.19 иллюстрируют теоретические профили изгиба льда. На 

рис. 6.18 графики характеризуют изгиб при  = 13.8 мс–1, а на рис. 

6.19 – при  = 17.5 мс–1 из диапазона  < 0. Графики на рис. 6.20 даны 

при  = 18.4 мс–1  (0 <  < C), а на рис. 6.21 – при  = 25.7 мс–1 ( > C). 

Из графиков видно, что профили напряжения изгиба, полученные тео-

ретически и экспериментально, качественно согласуются как при  < 0, 

так и при  > 0. Количественные отличия в ближней зоне заметны для 

амплитуды первого гребня изгибной волны. Для других гребней и впа-

дин они незначительны. Кроме того, выполненный анализ показал, что 

для  > 0 фазовые характеристики изгибных деформаций и напряже-

ний изгиба также согласуются между собой. Однако при  < 0 

(рис. 6.18, 6.19) ближайшие нулевые значения прогиба льда перед и за 

пикапом разделяются интервалом времени в 2 – 3 раза большим, чем 

моменты фиксации нулевого напряжения изгиба. 

Таким образом, полученные результаты свидетельствуют о воз-

можности применения теоретической модели и метода расчета для изу-

чения ближней зоны изгибно-гравитационных возмущений в бассейне с 

ледяным покровом. Отметим также, что вывод о возникновении ло-

кальных экстремумов высоты (глубины) на гребнях (впадинах) изгиб-

ных волн был качественно подтвержден в работе [196]. 
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Рис. 6.18                                                 Рис. 6.19 
 

 
Рис. 6.20                                                 Рис. 6.21 

 

6.4 Распределение гидродинамического давления под плавающим 

ледяным покровом 

 

Пусть по сплошному ледяному покрову, плавающему на поверхно-

сти бассейна постоянной глубины H, заполненного идеальной несжима-

емой жидкостью, прямолинейно перемещается с постоянной скоростью 

осесимметрично распределённая нагрузка вида (4.1) 

Проведём анализ распределения гидродинамического давления wp  

в жидкости у поверхности лёд-вода, формируемого при этом возбужда-

емыми установившимися изгибно-гравитационными волнами [45]. В 

системе координат, связанной с эпицентром движущейся нагрузки, гид-

родинамическое давление у поверхности лёд-вода   с точностью до 

знака определяется по формуле 
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t
gpw ,                                          (6.9) 

где ρ – плотность воды,  – возвышение поверхности лед-вода, g – уско-

рение силы тяжести. 

Задача сводится к определению потенциала скорости   из уравне-

ния Лапласа (4.2) с граничными 

;0,, 
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и начальными (6.2) условиями. 

Здесь 

,, 12

2
4 h

t
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h и ρ1 – толщина и плотность льда, а D, 4 определяются в (4.3). Задача 

решается методом интегральных преобразований Фурье по горизон-

тальным координатам и Лапласа и времени. После применения обрат-

ных преобразований, учитывая, что [136] 

)(2 0
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для осесимметрично распределённой движущейся нагрузки в связанной 

с её эпицентром полярной системе координат из (6.9) в установившемся 

режиме находим 
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,R  и ,r  – полярные координаты в физической плоскости и плоскости 

Фурье соответственно (  sin,cos RyRx ), )(* rf  – трансформанта 

Фурье функции ),,( yxf 1
2 pHM   – интегральная масса нагрузки. От-

метим, что в случае сосредоточенной нагрузки 1)(* rF . 

Рассмотрим три диапазона скорости перемещения нагрузки:  < 0, 

0 <  < C,  > C. 
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Пусть 0 , где 0  – минимальная фазовая скорость свободных 

волн в системе лёд-вода. При этом 000 /)( rr , где 0r  – корень уравне-

ния 0/  rr . В таком диапазоне скорости интеграл 0I  не содержит 

особенности на пути интегрирования по  . 

Воспользовавшись соотношением [136] 
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Анализ показал, что если значение  отличается от 0  не менее, чем на 

5%, то для обеспечения относительной погрешности в пределах 0,5% 

суммирование в (6.12) можно ограничить 10 – 12 членами. Подстановка 

(6.12) в (6.10) даёт выражения в виде однократных интегралов по r, ко-

торые можно считать численными методами (особенностей на пути ин-

тегрирования нет). Так как значение 0  растет с увеличением r, то до-

статочная точность может быть достигнута, если взять верхний предел 

интегрирования порядка 4/1
150D . Отметим, что сами по себе члены с 

)(0 RrJ  и 0
2
0I  в выражении (6.10) при интегрировании могут расходить-

ся (за счёт роста 2
0 ). Но так как при их суммировании расходимость 

взаимно компенсируется, запишем: 

















 



1

*
02

00

0

2
0

0
2
00 )1(2

1

)(

1

2
)(2

k

k
k I

RrJ
IRrJ .        (6.13) 

Тогда выражение в квадратных скобках в (6.10) можно привести виду 
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Рассмотрим теперь диапазон C0 , где 2/1)(gHC  - скорость 

длинных волн. В этом случае интервал интегрирования по r следует 

разбить на три интервала с границами в точках )(, 1221 rrrr  , являющих-

ся корнями уравнения 10  , и записать 






3

1i

wiw pp ,                                             (6.14) 
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где выражения для 21, ww pp  и 3wp  получаются из (6.10) заменами интер-

вала интегрирования по r на    211 ,,,0 rrr  и )[ ,2 r  соответственно. 

Для 1wp  и 3wp  исследование проводится, как и для диапазона 

0 , поскольку на пути интегрирования по   в 0I особенности не воз-

никают. На пути интегрирования по r при подстановке (6.12) и (6.13) в 

выражения для 1wp  и 3wp  могут возникать только интегрируемые осо-

бенности в точках 1r  и 2r  соответственно. 

Для вычисления 2wp  при 21 rrr   в интеграле 0I  путь интегриро-

вания по   следует деформировать в контур 0L , обходящий полюса 

41,  в нижней, а 32,  – в верхней полуплоскостях. Здесь 

04,302,1 arccos,arccos   . 

Для такого интервала 0I  представляется в виде 
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где *L – замкнутый контур, образованный L0 и контурами Lk, на которых 

Re  0)cos( iRr . Выбор *L  зависит от угла  . 

После применения теоремы Коши найдём: 

 2100 2 ΦΦI  ,                                    (6.16) 

где 
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, 

)(*
2,1 r  – корни уравнения  )(2 r , если 00  , и уравнения 

 )(3 r  при  0 . 

Особенностей по r на рассматриваемых отрезках функции 2,1Φ  не 

имеют, за исключением интегрируемых в 1r  и 2r . 

Можно показать, что сумма интегралов по всем интервалам kL  об-

ращается в ноль, за исключением бесконечных контуров 3L  и 5L , па-

раллельных мнимой оси. После соответствующих замен переменных и 
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алгебраических преобразований сумма интегралов по этим отрезкам 

приводится к виду 
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где 

  12/12* cos)1)(sin(
  mnuuRruΦ , 

  2/)1(1arccos)1( 0   nnm
mn . 

Замена 12 u  на )1(2 u  в малой   – окрестности 1u  помогает 

устранить возможную особенность интегрирования и даёт 
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Интеграл 
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u

duΦ  можно приближённо вычислить аналитически, 

заменяя   2/12 1 u  на конечных отрезках пути интегрирования 

  ),...,1(, **
1 jkuu kk   выражениями вида kkkkk bauqaup  )()( 2 . На 

участке ),[ * ju  функцию   2/121 u  при 12 u  заменим первыми 

двумя членами её разложения в ряд Тейлора по степеням  2u . Значе-

ние j, длины отрезков интегрирования и коэффициенты kkkk baqp ,,,  

можно выбирать так, чтобы погрешность аппроксимации не превышала 

заданной. В результате получаем 
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Здесь 
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После подстановки (6.15) – (6.19) в выражение для 2wp  из (6.14) 

можно проводить численное интегрирование по r от 1r  до 2r . Отметим, 

что устранение расходимости интегралов с отдельными членами в квад-

ратных скобках в выражении (6.10) здесь не требуется, так как интервал 

интегрирования конечный. 

Пусть  > С. Тогда уравнение 10   имеет только один корень 

2rr  . В этом случае вместо (6.14) имеем  

32 www ppp  ,                                          (6.20) 

где в интеграле 2wp  нижний предел равен нулю. При этом вид (6.15) со-

храняется. 

Формулы (6.16) остаются в силе, когда *
1r  является меньшим кор-

нем уравнения  )(2 r , если 0
*  , и уравнения  )(3 r  при 

*
0  , где )/arccos(*  C . Если же *0   или 

 * , то 0*
1 r . Условия для *

2r  остаются прежними. 

Проанализируем асимптотическое представление полученных вы-

ражений вдали от эпицентра нагрузки (при больших значениях R). При 

0  волновые возмущения не возникают. В случае 0  основной 

вклад в выражения 0I  дают вычеты от действительных полюсов инте-

грирования по   в 00I . С учётом (6.16) интеграл (6.10) по r можно про-

анализировать с помощью метода стационарной фазы. 

В результате получаем параметрическое (в зависимости от r) пред-

ставление уравнений для линий постоянной фазы с номерами N = 1, 5, 

9, … и N = 3, 7, 11, … соответственно для волновых гребней и впадин, 

если ближайшим к эпицентру движущейся нагрузки является гребень, 

или впадин и гребней в противном случае 
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 , а также для амплитуды гидродинами-

ческого давления вдоль рассматриваемой линии постоянной фазы 
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значения r меняются от 1r  до 2r  при C0  и от 0 до 2r  при  > С. 

На трассе (при 0,1 rr  или  ,2rr ) имеем 10  , что даёт 
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N
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Отметим, что линии постоянной фазы гидродинамического давле-

ния совпадают с аналогичными линиями для возвышения поверхности 

лёд-вода (изгиба льда). Чётные номера N отвечают нулевым значениям 

как давления, так и изгиба льда. 

Используя метод стационарной фазы для оценки гидродинамиче-

ского давления перед нагрузкой вблизи трассы её перемещения, где по-

грешность этого метода приемлемая [92, 184], можно показать, что при 

больших скоростях перемещения сосредоточенной нагрузки wp  имеет 

порядок   2/1
112


 DMO . В то же время для распределённой в обла-

сти нагрузки 0wp  при  . 

Для количественной оценки величин гидродинамического давления 

проводились численные расчёты по формулам (6.10), (6.12) – (6.20). 

При этом плотность морской воды полагалась равной 1030кг/м3, а глу-

бина бассейна – 100 и 1000м. Модуль нормальной упругости и коэффи-

циент Пуассона ледяного покрова принимались соответственно равны-

ми 3.10 9  Н·м 2  и 0.34, а его толщина изменялась от 0.6 до 2.5 м. Ско-

рость перемещения нагрузки принималась равной 25 м/с. При этом за 

счёт изменения толщины ледяного покрова это значение скорости попа-

дало в диапазоны с качественно различной структурой генерируемой 

волновой картины. Рассматривалась как сосредоточенная нагрузка 



 

208 

f(R) = (R), так и нагрузка, распределенная по закону 

  /)(
2)/(2 HkRekRf  для различных значений безразмерного параметра 

k. Этот параметр характеризует распределение нагрузки в движущейся 

области. Чем меньше k, тем медленнее происходит спад её интенсивно-

сти с удалением от эпицентра. Полная масса нагрузки M при этом оста-

ётся неизменной. Для сосредоточенной нагрузки k . 

На рис. 6.22 показаны трёхмерные картины изгиба льда (левый ри-

сунок) и распределения гидродинамического давления у поверхности 

лёд-вода (правый рисунок) для случая движущейся сосредоточенной 

нагрузки массой 310 кг при h = 1 м, H = 100 м. Нагрузка движется в сто-

рону положительных значений x. На левом рисунке видны гребни изги-

бных волн перед движущейся областью и волновой след за ней. Высоты 

гребней изгибных волн слабо меняются с удалением от трассы (в мас-

штабах рисунка). 

Картина гидродинамического давления подо льдом носит качественно 

иной характер. На правом рисунке гребни окаймляют нагрузку. В следе за 

нагрузкой их высота мало меняется с удалением от трассы. Перед нагрузкой 

по обе стороны от трассы её перемещения в формирование гребневой струк-

туры распределения давлений заметный вклад вносят не только возмущения, 

окаймляющие прогиб льда под нагрузкой, но и изгибные волны. Это проявля-

ется в нарушении плавности изменения амплитуды давлений вдоль их греб-

ней с удалением от трассы. Линии максимальных амплитуд возмущений пе-

ред нагрузкой расходятся под некоторым углом к трассе (для условий рас-

сматриваемого рисунка – около 040 ). 

 

 
Рис. 6.22 

 

На рис. 6.23 а, б, в представлено распределение давлений под ледя-

ным покровом по трассе перемещения эпицентра нагрузки при h = 0.6, 1 

и 1.9 м соответственно. Сплошные, штриховые и штрихпунктирные ли-

нии отвечают значениям k, равным  , 20 и 10 при H = 100 м. 
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Рис. 6.23 
 

Видно, что для случая сосредоточенной нагрузки ( k ) под ней воз-

никает отрицательный пик величины давления, убывающего с ростом тол-

щины льда. Размах колебаний величин давления с удалением от эпицентра 

уменьшается. Причём слева (за нагрузкой) спад амплитуды колебаний зна-

чительнее, чем справа (перед нагрузкой). Это можно объяснить более 

быстрым затуханием обусловливающих давление возмущений, окаймляю-

щих прогиб, по сравнению с возмущениями, обусловленными изгибными 

волнами. Отметим, что вклад гравитационных волн в следе в колебания 

давления практически незаметен на фоне возмущений от прогиба. 

С уменьшением k (рассредоточением нагрузки в движущейся обла-

сти) как величина пика, так и размах колебаний давления убывают. Ве-

личина пика уменьшается быстрее амплитуды колебаний давления вне 

эпицентра нагрузки. Для льда малой толщины при значениях k, мень-
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ших некоторого *k , непосредственно под эпицентром нагрузки может 

иметь место максимальное положительное значение давления. Для 

h = 0.6 м величина *k  примерно равна 10. 

С уменьшением k при относительно малых толщинах льда вклад 

изгибных волн и окаймляющих прогиб возмущений в формирование 

гидродинамического давления убывает, в то время как роль изгибно-

гравитационных волн усиливается. Это иллюстрируют картины, пред-

ставленные на рис. 6.24 при значениях h = 0.6 м, Н = 100 м для k равных 

20 (левый рисунок) и k = 10 (правый рисунок). 

С увеличением толщины льда влияние рассредоточения нагрузки на 

гидродинамическое давление ослабевает. Это демонстрирует рис.6.25 

при h = 1.9 м и H = 100 м для сосредоточенной ( k ) и распределён-

ной (k = 10) нагрузки (левый и правый рисунки соответственно). Видно, 

что уменьшение k не привело к структурным деформациям картины 

распределения давлений. Имеют место лишь некоторые количествен-

ные изменения. Изменение глубины бассейна от 100 до 1000 м не при-

водит к заметным изменениям распределения гидродинамического дав-

ления. 

 

 

Рис. 6.24 
 

 
 

Рис. 6.25 
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Таким образом, при сосредоточенной нагрузке основной вклад в 

распределение гидродинамического давления вносят возмущения, 

окаймляющие прогиб льда в окрестности нагрузки, и возбуждаемые из-

гибные волны. Максимальные возмущения давления могут возникать 

непосредственно под движущейся областью. В случае распределённой 

нагрузки под её эпицентром может возникать положительный макси-

мум величины давления. При этом вне эпицентра возмущения давления 

имеют слабую интенсивность и обусловливаются в основном изгибно-

гравитационными волнами в следе за областью. 

 

6.5. Распределение изгибного напряжения в морском ледяном покрове 

 

Важной характеристикой состояния ледяного покрова является 

напряжение, формируемое изгибными деформациями под воздействием 

волновых возмущений. 

Проведем исследование пространственного распределения изгиб-

ных напряжений в ледяном покрове, формируемых его изгибными де-

формациями  при движении по льду области давлений (4.1). Рассмот-

рим зависимость изгибных напряжений перед нагрузкой, в зоне ее при-

ложения и в волновом следе от толщины льда, скорости перемещения 

давлений и вида их распределения в области [46]. 

Для определения изгибного напряжения в случае плоского фронта 

движущихся давлений в [73, 162] приведена формула 

,
2

1
2

2

x
Ehx 


                                              (6.21) 

где E, h – модуль нормальной упругости и толщина ледяного покрова. В 

случае трехмерных возмущений формула (6.21) характеризует компо-

ненту тензора напряжений в направлении перемещения нагрузки. 

Напряжения y  в направлении, нормальном к трассе перемещения 

нагрузки, и сдвиговые напряжения yx  определим по формулам 

.
2

1
;

2

1 2

2

2

yx
Eh

y
Eh yxy 







                                  (6.22) 

Отметим, что зависимость напряжения изгиба в направлении, со-

ставляющем с трассой движения нагрузки угол  , определяется [116] 

формулой 

   
.2sin2cos

22
* 





 yx

yxyx
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Направление главной оси напряжения находится из уравнения 

0/*  , что дает tg2 
yx

yx



2
, а соответствующее ему напряжение 

g  (максимальное по   абсолютное значение * ) выражается по фор-

муле 

.
22

2

2

xy
yxyx

g 






 



                          (6.23) 

Задача определения ),,( tyx  в линейной постановке сводится к ре-

шению уравнения Лапласа (4.2) с граничными 
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,0  

и начальными (6.2) условиями, где D1, 1, p1 даны в (6.10), а 4 – в (4.3). 

Решая задачу методом интегральных преобразований, для устано-

вившегося режима в полярной системе координат, связанной с эпицен-

тром движущейся осесимметричной области давлений, получим следу-

ющие выражения 

,
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rHrfMg iRr
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            (6.24) 

,R  и ,r  – полярные координаты в физической плоскости и плос-

кости Фурье, M – интегральная (по области) масса движущейся нагруз-

ки, а )(* rf  – безразмерная трансформанта Фурье функции ),( yxf , де-

ленная на 2 , а выражения для w, 0 приведены в (6.10). 

Подставляя (6.24) в (6.21), (6.22) и учитывая, что 
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Исследование интегральных выражений (6.24), (6.25) проведем 

аналогично [45, 164]. Как и в 6.4 рассмотрим три диапазона скорости 

перемещения области давлений. 

Пусть 0 , где 000 /)( rr  – минимальная фазовая скорость 

свободных волн в системе лед-вода. В этом диапазоне скорости при вы-

числении интегралов *
00 , II  на пути интегрирования по   особенности 

не возникают. Воспользовавшись соотношением (6.11), находим для *
0I  

выражение 
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I ,    (6.26) 

а для I0 – выражение (6.12). 

Подстановка (6.12), (6.26) в (6.24), (6.25) дает выражения в виде одно-

кратных интегралов по r, которые можно считать численно, так как осо-

бенностей на пути интегрирования нет. Поскольку значение 0  растет с 

увеличением r, то достаточная точность может быть достигнута, если, 

как и в 6.4, взять верхний предел интегрирования порядка .50 4/1
1D  От-

метим, что члены )(2 0 RrJ  и 0
2
0 I  выражения для 1I  в (6.25) при вы-

числении интегралов по r для x  и y  также могут расходиться. Но так 

как при их суммировании расходимость взаимно компенсируется, то I1 

можно представить в виде (6.13) 

Рассмотрим теперь диапазон скорости C0 , где 2/1)(gHC   – 

скорость длинных волн. В этом случае интервал интегрирования по r разо-

бьем на три интервала: ),(),,0( 211 rrr и ),( 2 r , где 21, rr  - корни уравнения 

10  , при этом 12 rr  . В частности, выражения для x  принимают вид 

.)(,)(,)(,

3

1 0

103102101

1 2

1 2

   






i

r r

r r

xxxixx drIrdrIrdrIr (6.27) 

Для yxy  ,  разбиение аналогично. 

Исследование двух крайних интервалов проводится, как и для 

0 , поскольку на пути интегрирования по   в *
00 , II  особенности не 

возникают. На пути интегрирования по r при подстановке (6.13) в вы-
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ражения для 111 ,, yxyx   и 333 ,, yxyx   могут возникать только инте-

грируемые особенности в точках 1r  и 2r  соответственно. 

Для вычисления 222 ,, yxyx   при 21 rrr   в интегралах *
00 , II  

путь интегрирования по   деформируем в контур 0L , обходящий полю-

са 41,  в нижней, а 32,  в верхней полуплоскостях. Здесь 

04,302,1 arccos,arccos   . 

В таком случае 0I  представляется в виде (6.15). 

Выбор пути интегрирования при вычислении *
0I  проводится анало-

гично выбранному для вычисления (6.15). При этом соответствующие 

интегралы обозначим как *
00I и *

0kI . 

После применения теоремы Коши найдем: 

   ,2,2 *
2

*
1

*
002100 ΦΦIΦΦI                       (6.28) 

где 
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)(*
2,1 r  – корни уравнения  )(2 r , если 00  , и уравнения 

 )(3 r  при  0 . 

Функции 2,1  на рассматриваемых отрезках не имеют особенно-

стей по r, возможно, за исключением интегрируемых в 1r  и 2r . 

Можно показать, что в выражениях 0I  и *
0I  суммы интегралов по 

kL  для k = 1, 2, 4, 6, 7 обращаются в ноль. Суммы интегралов по участ-

кам 3L  и 5L , параллельным мнимой оси, после соответствующих замен 

переменных и алгебраических преобразований приводятся к виду 
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,sin
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nm

mn duΦII                            (6.29) 

где Ф* и  те же, что и в (6.17). 

Заменяя 12 u  в Ф* на )1(2 u  в малой   – окрестности 1u  

устраняем возможную особенность интегрирования и приходим к вы-

ражениям (6.18), (6.19) 

В результате с учетом (6.15), (6.18), (6.19), (6.28), (6.29) в выраже-

нии (6.27) для 2x  и в аналогично полученных формулах для 22, yxy   

можно проводить численное интегрирование по r от 1r  до 2r . Отметим, 

что представление 1I  из (6.25) в виде (6.13) на этом конечном интервале 

не целесообразно. Член с )(0 RrJ  не имеет особенностей при вычисле-

нии 2x  и 2y  в (6.27). 

Пусть C . Тогда уравнение 10   имеет только один положи-

тельный корень 2rr  . В этом случае для x  вместо (6.27) имеем 

32 xxx  ,                                        (6.30) 

где в интеграле 2x  нижний предел равен нулю. Входящие в 2x  и 3x  

интегралы 0I  имеют вид (6.15) при 01 r . Аналогично представляются 

yxy  , . 

Формулы (6.28) остаются в силе, если *
1r  является меньшим корнем 

уравнения  )(2 r  в случае 0
*  , и уравнения  )(3 r  при 

*
0  , где )/(arccos*  C . Если же выполняется *0   

или  * , то 0*
1 r . Условия для *

2r  и формулы (6.29), (6.18), 

(6.19) остаются прежними. 

Для количественной оценки величин изгибных напряжений прово-

дились численные расчеты. При этом плотность морской воды полага-

лась равной 1030 кг·м 3 , а глубина бассейна – 100 м. Модуль нормаль-

ной упругости и коэффициент Пуассона льда принимались соответ-

ственно равными 3·10 9 Нм 2  и 0.34. Толщина льда менялась от 0.6 до 

2.5 м, а нагрузка перемещалась со скоростью от 5 до 25 м/с. При этом 

значения скорости попадали в диапазоны с качественно различной 

структурой волновой картины [194]. Рассматривалась как сосредото-

ченная нагрузка, так и давления, распределенные по закону 

  /
2)/(2 HkRekf  (

2)2/(* )( krHerf  ) для различных значений безраз-

мерного параметра k, характеризующего распределение давлений в 

движущейся области. 
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Некоторые результаты расчетов иллюстрируются рисунками 6.26 –

6.29, на каждом из которых приведены топографии распределения x  

(верхний левый), y  (верхний правый), yx  (нижний левый) и g  (ниж-

ний правый рисунок) для нагрузки массой M = 1 т, эпицентр которой 

движется справа налево по оси абсцисс при толщине льда 1 м. Изоли-

нии (в килопаскалях) положительных (на гребнях изгиба) значений 

напряжения представлены сплошными, отрицательных (на впадинах из-

гиба) – штриховыми, а нулевых – штрихпунктирными линиями. Исклю-

чение составляют изолинии распределения g  на рис. 6.26, представ-

ленные для 0.2 и 0.5 кПа штрихами. 

Топографии распределения напряжений при  = 5 мс 1  (из диапа-

зона 0 ) приведены на рис. 6.26 для сосредоточенной нагрузки. 

Изолинии здесь даны через 1 кПа. Видно, что для yx  , и g  топогра-

фии симметричны как относительно трассы, так и относительно ортого-

нальной к ней оси, проходящей через эпицентр нагрузки. Это согласу-

ется со свойством топографий изгибных деформаций ледяного покрова 

при скоростях перемещения нагрузки, меньших минимума фазовой ско-

рости в системе лед-вода. Максимумы каждой из компонент изгибных 

напряжений приходятся на окрестность эпицентра движущейся нагруз-

ки. При этом наибольшими являются максимумы x и g . Убывание x  

с удалением от эпицентра быстрее происходит вдоль трассы и медлен-

нее в поперечном направлении. За областью убывания положительного 

напряжения образуется область более слабого отрицательного напряже-

ния, вытянутая в поперечном направлении. При этом пик отрицательно-

го напряжения возникает на трассе перемещения давлений (на рисун-

ке – круговые изолинии –1 кПа слева и справа от эпицентра). На боль-

шем удалении от эпицентра образуются области более слабого положи-

тельного и отрицательного напряжения, причем последняя оказывается 

разомкнутой по обе стороны от трассы и плавно переходит в область 

близких к нулю значений x . Это выражается в сложности картины на 

расстоянии более 200 м от эпицентра. Топография распределения y  

качественно похожа на топографию x , повернутую на 90. Наиболее 

быстрое уменьшение y  происходит в поперечном направлении. Сдви-

говое напряжение yx  по обе стороны от трассы имеет одинаковое рас-

пределение абсолютной величины, но разные знаки. При этом yx  при-

нято за положительное сразу за эпицентром нагрузки справа по курсу ее 

перемещения. Наибольший рост (от нулевого значения в эпицентре) и 

убывание сдвигового напряжения происходит в направлениях, состав-
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ляющих с трассой угол, близкий к 45. Величина g  достигает макси-

мума под эпицентром нагрузки и быстро спадает, причем спад происхо-

дит быстрее вдоль и поперек трассы, чем под углом 45 к ней. 

 
Рис. 6.26 

 

На рис. 6.27 показаны топографии распределения напряжений в слу-

чае сосредоточенной нагрузки, движущейся со скоростью  = 15 мс 1 . 

Это значение скорости находится в диапазоне 10  , где выраже-

ние для 1  приведено в разделе 4.3. Для такой скорости перед областью 

давлений распространяется система изгибных, а за ней – изгибно-

гравитационных волн. При этом напряжения x , имея волновую струк-

туру, затухают с удалением от эпицентра давлений значительно мед-

леннее, чем для 0 . Однако, в отличие от топографий распределения 

отклонений поверхности лед-вода от невозмущенного уровня, где 

наблюдается отставание максимального прогиба от эпицентра давлений, 

максимальное напряжение достигается непосредственно в точке прило-

жения сосредоточенной нагрузки, как и в диапазоне 0 . Кроме того, 

напряжения в изгибных волнах перед давлениями заметно превышают 
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напряжения, обусловленные гравитационными волнами в следе. Это 

связано с тем, что вблизи трассы перемещения давлений изгибные вол-

ны имеют меньшую длину, чем гравитационные. Отрицательный пик 

напряжения, соответствующий первому гребню изгибной волны, при-

мерно вдвое превышает отрицательный пик, соответствующий первой 

гравитационной волне, и по модулю составляет примерно 2/3 от поло-

жительного пика под эпицентром нагрузки. Напряжение y  с удалени-

ем от эпицентра давлений убывает почти так же, как и в случае 0 . 

Качественно аналогично ведет себя и yx  вне малой окрестности эпи-

центра. Причем максимальные по модулю вдоль гребня (впадины) изги-

бной или изгибно-гравитационной волны значения y  и yx  достигают-

ся на некотором удалении от трассы перемещения давления. Что касает-

ся распределения напряжения g , то оно качественно похоже на рас-

пределение x . Но убывание g  с удалением от трассы вдоль гребней 

(впадин) изгибных и изгибно-гравитационных волн происходит не-

сколько медленнее. Это связано с тем, что на некотором удалении от 

трассы относительный вклад поперечного и сдвигового напряжений 

больший, чем непосредственно на трассе. 

Топографии распределения компонент напряжения при скорости 

перемещения сосредоточенной нагрузки 25 мс 1  приведены на 

рис. 6.28. Рассматриваемое здесь значение скорости попадает в диапа-

зон С1 , для которого характерно появление в волновом следе за 

давлениями угловой зоны генерации трех волновых систем: изгибных, 

продольных и поперечных гравитационных волн типа корабельных. На 

топографиях возмущений поверхности лед-вода это проявляется в ос-

новном в усложнении структуры желоба прогиба за давлениями. Одна-

ко на топографиях компонент изгибных напряжений усложнение струк-

туры их распределения не столь заметно, так как величины вкладов трех 

указанных волновых систем в напряжения оказываются значительно 

меньшими вклада изгибных волн и прогиба под давлениями. Анализ 

изолиний на рис. 6.28 показывает, что напряжения в волновом следе по 

модулю не превышают 1 кПа, а сложность структуры следа проявляется 

лишь в извилистости нулевых изолиний x  и yx  и образовании эллип-

сообразных изолиний (1 кПа) в топографии распределения g . В то же 

время напряжения, обусловленные прогибом непосредственно под 

нагрузкой и изгибными волнами перед ней, достигают 10 кПа. Причем 

максимальные по модулю значения напряжений x  и yx  вдоль гребней 

и впадин изгибных волн достигаются вне трассы, а для y  – практиче-
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ски на ортогональной к ней оси, проходящей через эпицентр давлений. 

Это приводит к тому, что величина g  с удалением от трассы по гребню 

(впадине) изгибной волны меняется слабо. Ее заметное убывание ска-

зывается за пересечением линии гребня (впадины) с осью ординат, дви-

жущейся вместе с нагрузкой. 

Отметим, что поскольку вклад поперечных гравитационных волн в 

следе с ростом  становится малозаметным, то переход скорости пере-

мещения давления через С, когда этот вклад исчезает, на распределении 

напряжений практически не сказывается. 

 

Рис. 6.27 

 

Влияние рассредоточения давлений в движущейся области на рас-

пределение изгибных напряжений ледяного покрова можно проследить, 

сравнивая топографии на рис. 6.28 и рис. 6.29 при одинаковых значени-

ях  и h, но для сосредоточенной (рис. 6.29) и распределенной (k = 10, 

рис. 6.29) нагрузки массой 1 т. При этом изолинии на рис. 6.29 даны че-

рез 0,2 кПа. Видно, что максимальные положительные значения напря-

жений x  и y  с уменьшением k начинают отставать от эпицентра дви-
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жущихся давлений, а на их место в топографии распределения x  по-

степенно сдвигается отрицательный пик напряжения, раннее соответ-

ствовавший первому гребню изгибной волны. Напряжения при этом 

значительно уменьшаются, причем максимальные по модулю значения 

y  могут даже превысить максимальные значения x . Вклады изгиб-

ных волн перед эпицентром давлений и корабельных волн в следе в 

формировании топографий распределения напряжений с рассредоточе-

нием нагрузки сравниваются, а y  и yx  в волновом следе становятся 

значительно большими, чем перед давлениями. Сложная структура сле-

да при C1  становится более ярко заметной на фоне резкого 

ослабления напряжений, обусловленных изгибными волнами. С практи-

ческой точки 
 

 

Рис. 6.28 
 

зрения это может быть несущественно, так как интенсивность напряже-

ний в волновом следе с уменьшением k также ослабевает, хотя и не 

столь заметно. C дальнейшим убыванием k вклад волновых возмущений 

в распределение напряжений становится все более малозаметным на 
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фоне вклада прогиба под давлениями. Причем непосредственно под 

эпицентром нагрузки x  и y  могут иметь отрицательный экстремум. 

С ростом толщины ледяного покрова структура волновых возму-

щений в качественном отношении меняется так же, как и с уменьшени-

ем скорости перемещения давлений. На топографиях распределения из-

гибных напряжений это сказывается в том, что нулевые изолинии в 

волновом следе постепенно сглаживаются, напряжения y  и yx  стано-

вятся более сконцентрированными вблизи эпицентра движущегося дав-

ления, а спад x  и g , обусловленных изгибными волнами, с удалени-

ем от трассы вдоль волновых гребней и впадин становится более моно-

тонным. Однако  напряжения с ростом h убывают. Например, с увели-

чением h от 1 до 2 м максимальные по абсолютной величине напряже-

ния уменьшаются примерно в 3 раза. 

 

 

Рис. 6.29 

 

Влияние рассредоточения нагрузки на распределение изгибных 

напряжений в ледяном покрове ослабевает с ростом толщины льда. 
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Причем с уменьшением k изгибное напряжение, вызванное прогибом 

под давлениями, убывает более значительно, чем напряжение, обуслов-

ленное возмущениями волнового характера. 

Таким образом, компоненты напряжений, обусловленных изгибны-

ми колебаниями плавающего ледяного покрова, зависят не только от 

характеристик ледяного покрова, но и от скорости перемещения и ха-

рактера распределения нагрузки. Наибольший вклад в распределение 

напряжений вносят изгибные волны и прогиб льда под нагрузкой. В 

случае сосредоточенных давлений максимальные напряжения возника-

ют непосредственно под нагрузкой при любых скоростях ее перемеще-

ния. Увеличение области распределения  нагрузки фиксированной мас-

сы приводит к уменьшению изгибных напряжений. При этом точка мак-

симального напряжения под нагрузкой отстает от ее эпицентра. Угол 

между направлением максимальных напряжений, обусловленных изги-

бными волнами, и трассой перемещения эпицентра давлений, растет с 

увеличением как скорости движения нагрузки, так и площади ее рас-

пределения, а убывает с ростом цилиндрической жесткости льда. 
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ЧАСТЬ II. ВОЛНЫ В НЕОДНОРОДНОМ МОРЕ С ЛЕДЯНЫМ 

ПОКРОВОМ 

 

ГЛАВА 7. ИЗГИБНО-ГРАВИТАЦИОННЫЕ ВОЛНЫ В МОРЕ 

СО СКАЧКОМ ПЛОТНОСТИ 

 

7.1. Волны от начальных возмущений 
 

Пусть на поверхности двухслойной идеальной несжимаемой жид-

кости, заполняющей неограниченный бассейн постоянной глубины H, 

плавает сплошной ледяной покров. Верхний слой жидкости имеет тол-

щину H1 и плотность ρ1, а нижний – толщину H2 и плотность ρ2. В 

начальный момент времени t = 0 жидкость покоится, а поверхность лед-

вода ζ1 и граница раздела слоев ζ2 горизонтальны. Исследуем процесс 

развития волн, возникающих под действием малых возмущений участка 

дна бассейна, происходящих с вертикальной скоростью. 

)(),( tyxafw  ,   0)0(  .                                   (7.1) 

Обозначим через φ1 и φ2 потенциалы возмущенных скоростей верх-

ней и нижней жидкостей. Моделируя ледяной покров тонкой упругой 

пластинкой, получим для определения этих функций уравнения 
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 , h  – плотность и толщина льда, D и 4 определены в (4.3), ось z  

направлена вертикально вверх, начало координат выбрано на невозму-

щенной границе раздела слоев. 

Применяя для решения задачи (7.1) – (7.4) преобразование Фурье по 

переменным x  и y , преобразование Лапласа по t  и учитывая условия 
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найдем для s  такое интегральное представление 
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)(t . Интегралы sK  сходящиеся, так как подынтегральные функции 

стремятся к нулю при  . Кроме того, 0),(lim 


trKs
r

. Следова-

тельно, интегралы (7.6) также сходятся для произвольной функции 

),( yxf , представимой интегралом Фурье. 

Вычислим sK  для )()( 0ttt  , 00 t , где δ(t) – дельта функция. 

Тогда ζs в осесимметричном случае )),(),(( 222 yxRRfyxf   с 
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  .                             (7.7) 
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Здесь у t  опущен индекс 1, при этом 01 ttt  . Отсюда найдем 

асимптотическое выражение s  для больших положительных R  мето-

дом стационарных фаз. Фазовые функции 2M  и 4M  не имеют стацио-
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нарных точек. Поэтому интегралы от вторых слагаемых в 
1sJ  и 

2sJ  за-

тухают не медленнее, чем 
23R . Следовательно, можно записать 

  dreeFeF
R

a
iiRMiRMs

s ss
4

0

1 31
21

Re
2

)1( 



  


 .           (7.8) 

Функция )(1 r для 0
10 rr   убывает, а для 0

1rr   возрастает. Причем 




)(lim 1 r
r

,  
0
11

0
)(lim ur

r



, 

210
1 )1(2/  gHu , 212

21 )/41( HHH .                (7.9) 

Штрих означает производную по r , 0
1r  – корень уравнения 

0)(1  r . Зависимость )(1 r  для 
9103E Н/м2,   870  кг/м3,   34.0 ,              (7.10) 
210 ,   2

1 10H м,   3
2 10H м 

иллюстрируется рис. 7.1. Сплошные линии соответствуют сплошному 

льду )0( E , а штриховые – битому )0( E . Кривые 1, 2, 3 отвечают 

толщинам льда, равным 1, 2, 5 м. Зависимость )(1 r  в море со свобод-

ной поверхностью )0( h  и в море, покрытом битым льдом толщиной 

1 м (штриховая линия 1), с точностью до 1% совпадают между собой. 

Из рис. 7.1 видно, что влияние сплошного ледяного покрова на 

)(1 r  заметно сказывается лишь для 0
1rr  . При этом упругие силы вли-

яют более существенно, чем массовые. 
 

 
 

Рис. 7.1 
 

Таким образом, фазовая функция )(1 rM  имеет при 0
1

1 uv   одну 

)( *
1rr  , а при 0

1
1

1 uvu    две 1( rr  , )*
1rr   стационарные точки – 

корни уравнения 0)(ν1 1  r . Здесь )( 0
111 ru  , 1

*
1 rr  . Для 1

1 uv   
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стационарных точек у )(1 rM  нет. Стационарная точка *
1r  обусловлена 

исключительно наличием упругих сил ледяного покрова. При фиксиро-

ванных v и h  большему E  отвечает меньшее значение *
1r . Если лед би-

тый, то )(1 r  – функция убывающая. В этом случае будет только одна 

стационарная точка 1rr  . Значение 1r  убывает с ростом h . 

Так как для сплошного и для битого льда 0)(2   r , а 

0lim 2 
r

,  
0
22

0
lim u
r




,  210
2 )1(2/  gHu ,           (7.11) 

то фазовая функция )(3 rM  при 1
2

 vu  имеет только одну стационар-

ную точку 2rr  . Для 10
2

 vu  стационарных точек нет. Влияние ледяно-

го покрова на величину 2r  при значениях параметров (7.10) и 5h  м не 

превышает 1%. 

Таким образом, для s  из (7.8) найдем 
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если 1
0
2 uu   и 
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если 1
0
2 uu  . Здесь 

)(cos)]()[( 21
1 kkkkksksk rrvrF

R

a
a    , 

)(sin)]()[()1( *
11

21*
11

*
1

*
11

rrvrF
R

a
s

s
s    , 

2,1,)(  rtrrR kk . 

При 1k  следует положить 1
1 )1(  sa , а при sak )1(2 1  . 

В случае битого льда )0( E  
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При 0h  это выражение определяет вид s  в море со свободной 

поверхностью. Из формул (7.12), (7.13) видно, что импульсные смеще-

ния участка дна бассейна в случае осесимметричной функции ),( yxf  и 

сплошного льда генерируют на поверхности лед-вода и поверхности 

раздела слоев по три системы волн 
1s , *

1s , 
2s , затухающих с удалени-

ем от эпицентра возмущений как 1R . Если же лед битый, то возникают 

только волны 
1s , 

2s . На основании (7.12) – (7–14) можно построить 

количественную картину изменения 1  и 2  с течением времени в про-

извольной фиксированной точке и картину волн в фиксированный мо-

мент времени. 

Волны 11 , 21 , отвечающие стационарной точке 1rr  , обычные 

поверхностные волны, деформированные за счет ледяного покрова [17] 

и неоднородности жидкости [20]. Волны 
2s  – внутренние. Они соот-

ветствуют стационарной точке 2rr  . Волны *
1s  обусловлены исключи-

тельно упругими силами ледяного покрова. В случае битого льда они не 

генерируются, что видно из (7.14). 

Упругие волны приходят в фиксированную точку раньше гравита-

ционных и поэтому выполняют роль их предшественников. Задние 

фронты поверхностных гравитационных и упругих волн перемещаются 

со скоростью 1u . Скорости передних фронтов поверхностных и внут-

ренних волн равны соответственно 0
1u  и 0

2u . Как видно из (7.9), (7.11), 

скорости 0
2,1u  не зависят от характеристик льда. Скорость же 1u  суще-

ственно растет с ростом h . При значениях параметров (7.10) это иллю-

стрируется рис. 7.2. На данном рисунке 0
1u , 0

2u , 1u , представленные 

штрихпунктирной, штриховой и сплошной линиями соответственно, 

образуют пять областей kG  )5,...,2,1( k . В области 1G  генерируются 

только упругие *
1s , а в 2G  – упругие *

1s  и гравитационные поверхност-

ные 
1s  волны. В области 3G  – упругие *

1s , гравитационные поверх-

ностные 
1s  и внутренние 

2s , а в 4G  – только волны ηs2. В заштрихо-

ванной области 5G  образуются волны, затухающие с расстоянием как 
23R . 

Отсюда видно, что при значениях параметров (7.10) и 2106 h м в 

фиксированную точку, находящуюся на заданном расстоянии R  от эпи-

центра возмущений, приходят сначала упругие, затем гравитационные 

поверхностные и, наконец, внутренние волны, затухающие как 
1R . Для 

2106 h м в эту точку также приходят сначала упругие, а затем по-
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верхностные волны, затухающие как 1R . За ними приходят волны, за-

тухающие как 
23R , и только потом – внутренние волны, имеющие по-

рядок затухания 1R . При этом время от ухода поверхностных волн до 

прихода внутренних увеличивается с ростом толщины льда. 
 

 
 

Рис. 7.2 
 

Расчеты скорости 1u  приводились для  , 1H (м) и h (м) изменяю-

щихся в пределах 

.510,20050,1010 2
1

24   hH             (7.15) 

Они показали, что изменения   и 1H  в указанных пределах весьма 

мало влияют на поведение )(1 hu . 

Отметим, что в море со свободной поверхностью и в море, покрытом 

битым льдом, роль предшественников выполняют волны, затухающие как 
23R . Они сосредоточены в этом случае в области 1G . Волны 11 , 12 , 

*
11 , образующиеся на поверхности лед-вода, отличаются при фиксирован-

ном k  от волн 21 , 22 , *
21  на поверхности раздела только амплитудами. 

Для количественной оценки влияния ледового покрытия на соот-

ношения между амплитудами волн 11  и 21 , *
11  и *

21 , 12  и 22  про-

водились численные расчеты отношений 2111
0
1 / , *

21
*
11

*
1 / , 

2212
0
2 /  при значениях параметров (7.10). Толщина льда h  и пере-

пад плотности   изменялись при этом в пределах (7.15). Результаты 

расчетов приведены на рис. 7.3, 7.4. На этих рисунках 10
11 )(  uv , 

10
22 )(  uv , 0

11
*
1 /uuv  , кривые 1–6 отвечают толщинам льда 5, 4, 2, 1, 

0.2, 0 м, сплошные линии соответствуют 210 , а штриховая – 
3102  . Причем 0

2  приведены с точностью до знака. Так как Rtv / , 

то функции 0
1 , *

1 , 0
2  при фиксированном R  иллюстрируют изменение 

отношений амплитуд волн на поверхности лед-вода к амплитудам волн 

на поверхности раздела слоев с течением времени в данной точке, а при 
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фиксированном t – пространственное изменение этих отношений. 

Функция )( 1
0
1 v  в случае сплошного льда вычислялась при 0

1
1

1 uvu   , 

а для битого льда – при 1
10 uv   . Функции же *

1  и 0
2  рассчитывались 

соответственно для 0
1

1
1 2uvu   , 0

2
10 uv   . 

 

  
 

Рис. 7.3                                                     Рис. 7.4 

 

Из рис. 7.3 видно, что при наличии сплошного (рис. 7.3,а) и битого 

(рис. 7.3,б) льда существует такое 3v , что 11  для 31 vv   больше, а для 

31 vv   меньше, чем 21 . Величина 3v  убывает с ростом h , если лед 

сплошной, и растет, если лед битый. Отметим, что более тонкому льду 

отвечает большее значение максимума 0
1 . Его положение с ростом h  

смещается при 0E  в сторону больших, а при 0E  – в сторону мень-

ших значений 1v . В области малых значений 1v  функция )( 1
0
1 v  убывает 

тем сильнее, чем толще лед. Упругие силы ледяного покрова уменьша-

ют это затухание причем 0
1  для v , близких к 0

1u , не зависит от h . 

Таким образом, в море, покрытом сплошным или битым льдом, 

можно указать при фиксированном t  такое R  (при фиксированном R  

такое t ), что η21 существенно больше 11 , в то время как в море со сво-

бодной поверхностью всегда 2111  . 

Функция *
1  (рис. 7.4,а) убывает с ростом 1v . При этом 1*

1   для 

)(105 1
0
1

31 uuv    и 5h . Следовательно, в указанной области изме-

нения 1v  упругая волна имеет на поверхности лед-вода существенно 

меньшую амплитуду, чем на поверхности раздела слоев. 

Зависимость 0
2  от 1v  такая же, как и в море со свободной поверх-

ностью. Внутренняя волна на поверхности раздела имеет амплитуду во 

много раз большую, чем на поверхности лед-вода, а фазы волн проти-

воположны [113]. Чем меньше  , тем 2122 /  больше. 
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Пусть волны генерируются давлениями 

0),(),( 000  tttyxfpp ,                           (7.16) 

действующими над ограниченной областью ледяного покрова в течение 

малого промежутка времени. Для изучения возникающего волнового 

движения следует потребовать, чтобы потенциалы 1  и 2  возмущен-

ных скоростей верхней и нижней жидкостей, полученные из уравнений 

(7.2), удовлетворяли на поверхности лед-вода и на дне соответственно 

условиям tp  /11L , 0/2  z , а на разделе слоев и в начальный 

момент времени – условиям (7.3), (7.4). Решая задачу так же, как и при 

импульсных смещениях участка дна, найдем в осесимметричном случае 

для s  формулы (7.12), (7.13), если лед сплошной )0( E , и формулу 

(7.14), если лед битый )0( E . В этих формулах 
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Предположим теперь, что в начальный момент времени 0t  жид-

кость покоится, а поверхность лед-вода 1  и поверхность раздела слоев 

2  возмущены, т.е. 

).,()0,,(),,()0,,(

,0)0,,,()0,,,(

222111
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yxfcyxyxfcyx
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                 (7.17) 

Решая (7.2) с условиями (7.3) при 1Hz   и 0z ; 02 




z
 

при 2Hz   и (7.17) при 0t  методом интегральных преобразований, 

получим для s  в случае симметричных относительно оси z  начальных 

возмущений (7.17) формулы (7.12) – (7.14), где 
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  (7.18) 

,1,)]([,,2,1 1
2131   abrfttn  

 

)(1
* rf , )(2

* rf  – преобразование Фурье функций )(1 Rf , )(2 Rf , а все 

другие обозначения те же, что и при импульсных смещениях участка дна. 

Формулы (7.12), (7.13), (7.18) характеризуют процесс распростра-

нения заданных начальных возмущений (7.17) в море, покрытом 

сплошным льдом, а формулы (7.14), (7.18) – в море с битым льдом при 

условии, что внешние возмущающие силы отсутствуют. Видно, что 

начальные возвышения (7.17) в условиях сплошного льда приводят к 
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образованию поверхностных 11 , η21, внутренних η12, η22 и упругих *
11 , 

*
21  волн. Последние выполняют роль предшественников для гравита-

ционных волн. Если лед битый, то *
11 , *

21  не генерируются. 

Пусть начальное возвышение поверхности лед-вода отсутствует 

)0,0( 21  cc . Тогда при 13 rH , )min( 213 HHH   найдем 

)exp()]1()1)(([2 12
1

2120
0
2 HrgrrD   . 

Эта формула показывает, что амплитуда внутренней волны на по-

верхности раздела во много раз больше, чем на поверхности лед-вода, а 

фазы волн противоположны при малых  . Если отсутствует начальное 

возвышение поверхности раздела )0,0( 12  cc , то )( 13
0
1 r , 

)( *
13

*
1 r , где 

)exp()2)](1()1[( 1
1

0103 rHDrgD  . 

Следовательно, при 13 rH  амплитуды 11  и *
11  больше амплитуд 

21  и *
21  соответственно, а фазы поверхностных гравитационных и упру-

гих волн на поверхности лед-вода совпадают с фазами на границе раздела. 

Таким образом, характер волнового процесса, генерируемого в 

двухслойной жидкости импульсными смещениями участка дна бассейна 

(7.1), импульсными давлениями (7.16) и начальными возвышениями 

(7.17) поверхности лед-вода и поверхности раздела слоев, не зависит от 

вида возмущений. Каждый из рассмотренных генераторов приводит к 

образованию одинакового числа волн, отличающихся только амплиту-

дами. Скорости же передних фронтов гравитационных волн и скорости 

заднего фронта поверхностной гравитационной и упругой волн при 

этом одни и те же 

 

7.2. Неустановившиеся волны от периодических поверхностных 

давлений 

 

Пусть на поверхности двухслойной идеальной несжимаемой жид-

кости конечной глубины H  плавает сплошной ледяной покров. Верх-

ний слой жидкости имеет толщину 1H  и плотность 1 , а нижний – тол-

щину 2H  и плотность 2 . В начальный момент времени ледяной покров 

и жидкость находятся в покое, а поверхность лед-вода 1  и граница раз-

дела слоев 2  горизонтальны. Начиная с 0t  к поверхности ледяного 

покрова прикладываются периодические давления. 

)exp(),(0 tiyxfpp  .                                 (7.19) 
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Проведем исследование процесса развития возникающего волново-

го движения. Потенциалы 1  и 2  возмущенных скоростей в верхнем и 

нижнем слоях определим из уравнений (7.2), граничных условий (7.3) 

на границе раздела слоев, условий 

t

p




1L  при 1Hz  ,  02 





z
  при 2Hz   

на поверхности лед-вода и на дне, а также начальных условий (7.4). 

Применяя для решения задачи преобразование Фурье по x , y  и Лапласа 

по t  и используя для определения 1  и 2  кинематические условия 

(7.5), найдем [60] 
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где обозначения l1, l2,  те же, что и в (7.6). 

Вычисляя интегралы Меллина, получим 
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где 1l , 2l , b  определяются из (7.6), а 2,1  и 2,1  те же, что и в (7.7). 

В случае осесимметричного распределения давлений (7.19) выра-

жение (7.20) с ошибкой порядка не ниже 
23R  примет вид 

drrRKrfr
R

a ss 






 



 



4
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23 .                    (7.21) 

Подынтегральные выражения в (7.21) представляют собой аналитиче-

ские функции в окрестности положительной действительной полуоси, так 

как особенности типа простых полюсов, содержащиеся в отдельных слагае-

мых, взаимно погашаются. Эти особенности являются корнями уравнений 
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1  и 2 , имеющих только по одному положительному корню 1rr   

и 2rr  . Деформируем исходный путь интегрирования в контур, идущий 

вдоль действительной полуоси, но обходящий полюса 2,1rr   по малым по-

луокружностям в верхней полуплоскости, и перепишем (7.21) в виде 
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Здесь путь 1L  обходит точки 1rr   и 2rr  , путь 2L  – только точку 

1rr  , 4L  – только точку 2rr  , а 3L , 5L  совпадают с положительной по-

луосью. На этих контурах 0)Re( 2,1 i . Следовательно, интегралы Jsk 

при 52 k  стремятся к нулю при t  для любого фиксированного 

R . Поэтому Js1 представляют собой решение рассматриваемой задачи 

для установившегося движения. Вычисляя Js1 методом контурного ин-

тегрирования, найдем 

211 sssJ  ,                                        (7.23) 
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Отметим, что эти формулы в случае сплошного льда справедливы 

при выполнении приближения теории тонких пластин. Они заключают-

ся в том, что линейный размер пластины (в нашем случае половина 

длины волны изгиба) превосходит ее толщину не менее чем в 5 раз [74]. 

Для жидкости со свободной поверхностью и покрытой битым 

)0( E  льдом формулы (7.23) справедливы при 0  и 1/10   

соответственно. При 1/1   волны, имеющие порядок затухания 

R/1 , в море, покрытом битым льдом, не генерируются. Это подтвер-

ждается и экспериментальными наблюдениями [189]. 

Асимптотические выражения skJ  для 52 k  и больших значений 

R  найдем методом стационарных фаз. Вычислим вначале 12J , представив 

2112 JJJ  , 
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RtvrM /,12,1  . 

Так как фазовая функция 1M  не имеет стационарных точек 0)(( 1  rM  

при )0r , а на контуре 2L  выполняется условие 0)Re( 1 iM , то для 

всех значений   интегрированием по частям находим 01 J  по край-

ней мере как 23R . Фазовая функция )(2 rM  для 11 vu  также не имеет 

стационарных точек. Для 0
1

1
1 uvu    она имеет две, а для 10

1 vu  – одну 

стационарные точки, являющиеся корнями уравнения 011 v . 

Анализируя расположение стационарных точек, находим, что 

0)Re( 2 iM  на исходном контуре 2L  для 11 vV . Для 11 vV  это условие 

выполняется на контуре *
2L , совпадающем с 2L  всюду, кроме окрестности 

полюса 1rr  , которую *
2L  обходит по полуокружности в нижней полу-

плоскости. Заменяя в 2J  для 11 vV  интегрирование по контуру 2L  инте-

грированием по *
2L  с добавлением соответствующего вычета, находим 
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Вычисляя аналогичным образом kJ1  при 5,4,3k  и kJ2  при ,2k  

3, 4, 5 и подставляя skJ  в (7.22), получим 

21 sss  ,                                           (7.24) 
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Если лед битый, то 
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где 2,1k . Из (7.24), (7.25) видно, что на поверхности лед-вода и на по-

верхности раздела слоев генерируются по две системы прогрессивных 
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цилиндрических волн, бегущих от области давлений вдоль радиуса и за-

тухающих с расстоянием как 21R . Причем волны 11 , 21  – поверх-

ностные, а 12 , 22  – внутренние, обусловленные наличием плотност-

ной стратификации. Фазовые скорости и длины у поверхностных волн 

большие, чем у внутренних )( 21 rr  . Эти величины определяются из 

формул 2,12,1 / r , 2,12,1 /2 r . 

В случае коротких волн 1( 01 Hr ,  )),min( 210 HHH   найдем 
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где 12a  и 22a  – амплитуды волн 12  и 22 . Видно, что скорость и длина 

коротких внутренних волн, а также отношение амплитуды внутренних 

волн на поверхности раздела к амплитуде этой волны на поверхности 

лед-вода практически не зависят от характеристик ледяного покрова. 

Для поверхностных волн при сплошном ледяном покрове и малых зна-

чениях 2
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48
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Следовательно, рост модуля упругости льда увеличивает скорость и 

длину коротких поверхностных волн, в то время как массовые силы 

уменьшают 1  и 1 . Отношение амплитуды 11a  поверхностной волны 

11  на границе лед-вода к амплитуде 21a  волны 21  на границе раздела 

слоев также увеличивается с ростом E  и уменьшается с ростом 0 . Од-

нако при малых значениях   это изменение мало. 

В случае длинных волн 1( 0
2 Hr , )),max( 21

0 HHH   величины 1r  

и 2r  находятся из 

  .0)()1(
4

2
21

24
21

4
10 




g
rHHrHHgrD  
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Видно, что в случае длинных волн битый лед уменьшает, хотя и не-

значительно, скорость и длину поверхностных волн. Сплошной же лед 

при 03 D  увеличивает, а при 03 D  уменьшает 1  и 1 . Отношение 

амплитуд поверхностных волн на границах верхнего слоя при этом не 

зависит от характеристик льда. Что касается внутренних волн [16, 18], 

то как для битого льда при 10  , так и для сплошного льда и малых 3D  

и 0  найдем 
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Эти формулы показывают, что 2 , 2  и отношение 1222 / aa  не зави-

сят от 1D  и 1 . 

Таким образом, как в случае короткопериодных, так и в случае 

длиннопериодных возмущений, скорость, длина и соотношение между 

амплитудами внутренних волн на поверхности лед-вода и на поверхно-

сти раздела слоев не зависят от параметров ледяного покрова [26]. 

Для выяснения количественного влияния ледяного покрова на 2,1  

и 2,1  возникающих в общем случае поверхностных и внутренних волн 

проводились численные расчеты для параметров (7.10) и двух значений 

 , равных 2∙10–3, 10–2. Толщина льда h (м), глубины слоев 2,1H (м) и ча-

стота колебаний (с–1) менялись при этом в пределах 30  h , 

50050 1  H , 3
2 104500  H , 13 107105   . Анализ результатов 

расчетов показал, что ледяной покров фактически не влияет на скорость 

2  и длину 2  внутренних волн. Скорость 1  и 1  поверхностных волн 

при 0  увеличивается, а при 0  уменьшается с ростом толщины 

сплошного льда. Здесь 6
1

0 /Dhg . Битый лед уменьшает 1  и 1  по 

сравнению со скоростью и длиной поверхностных волн при отсутствии 

льда. Однако при H21   влияние льда на элементы поверхностных 

волн меньше 1%. 

Влияние неоднородности жидкости на 1  и 1  не превышает 0.1%. 

Скорость же и длина внутренних волн существенно увеличиваются с ро-

стом  . Это иллюстрируется табл. 7.1, где приведены численные значе-
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ния 2,1 , 2,1  для 501 H , 3
2 10H м. Видно,  что увеличение   с 2∙10–3 

до 10–2 при 1105  с–1 и при 1103  с–1 привело к увеличению 2  и 

2  примерно в 5 раз. Причем это увеличение одинаковое как при отсут-

ствии льда, так и при наличии сплошного )0( E  и битого )0( E  льда. 

С ростом толщины сплошного льда от 0h  до 3h м скорость и длина 

поверхностных волн при 1105  с–1 и обоих значениях   увеличились 

на 13% для 0E  и уменьшились на 6.6% для 0E . При 1103  с–1 и 

этих же h  и   сплошной лед уменьшил 1 , 1  на 1.8%, а битый лед 

уменьшил 1  и 1  на 2.4%. 

Основные возмущения, затухающие как 2/1R , сосредоточены для 

поверхностных волн в области tVR 1 , а для внутренних – в области 

tVR 2 . Границы этих областей перемещаются со скоростями 1V  и 2V . 

Для исследования влияния льда на скорости 1V  и 2V  передних фронтов 

поверхностных и внутренних волн проводились численные расчеты при 

E ,  ,  , 1H , 2H  из (7.10) и 
23 1010   ,  10h м.                                 (7.26) 

Анализ расчетов показал, что ледяной покров не влияет на скорость 

переднего фронта внутренних волн для 0 , соответствующего 

h = 10 м. При   больших этого значения можно (если h < 10 м) поло-

жить 1thth 12  rHrH . Тогда 1
2 )]1(2[  gV . Видно, что и в случае 

короткопериодных колебаний для заданного h  лед не влияет на 2V . 

 

Таблица 7.1 

1 ,м/с 1 ,м 2 ,м/с 2 ,м h ,м /, HE м2 310  10  с-1 

19.61 246.3 0.019 0.246 0 
3∙109 

2 

5 

22.17 278.5 0.019 0.246 3 

18.30 229.9 0.019 0.246 3 0 

19.61 246.3 0.098 1.238 0 
3∙109 

10 22.17 278.5 0.098 1.238 3 

18.30 229.9 0.098 1.238 3 0 

30.68 684.1 0.033 0.685 0 
3∙109 

2 

3 

32.08 671.6 0.033 0.685 3 

31.88 667.4 0.033 0.685 3 0 

32.68 684.1 0.164 3.438 0 
3∙109 

10 32.08 671.6 0.164 3.438 3 

31.91 668.1 0.164 3.438 3 0 
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Влияние льда на 1V  начинает заметно сказываться лишь для 

1.0 с-1. Перепад плотности практически не влияет на 1V . Рис. 7.5 ил-

люстрирует зависимость 1V (м/с) от h  при 210  и (с–1), равных 

0.65, 0.75, 0.85, 0.95 (линии 1 – 4). Сплошные линии отвечают упругому 

льду ( 0E ), а штриховые – битому. Видно, что на данных частотах 1V  

с ростом толщины битого льда от 0h  до 1h м уменьшается соответ-

ственно на 7.2, 9.7, 12.1, 15%. В случае сплошного льда для каждого   

есть такое *hh  , что с ростом h  от нуля до *h  скорость уменьшается, 

хотя и незначительно. Для *hh   скорость переднего фронта поверх-

ностных волн быстро возрастает с увеличением h . 

С ростом   скорость 1V  при фиксированном 1hh   сплошного льда 

убывает от 0
1u  до 1u , если   изменяется в интервале ),0( 0  и возрастает 

от 1u  до )( *
1 r , если 0

10  . Здесь ),( 0110 rh , 0r  – корень урав-

нения 0),( 11   rh , *r  – корень уравнения ),( 11
0
1 rh , а 0

1  – значение 

1 , отвечающее толщине льда 1hh  . Отметим, что 1
0
1 uu  , а разность 

1
0
1 uu   уменьшается с ростом h . При отсутствии льда более высокой ча-

стоте отвечает меньшая скорость 1V . Причем 
0
11

0
lim uV 


, 0lim 1 


V . 

 
 

Рис. 7.5                                                Рис. 7.6 
 

На рис. 7.6 скорости 1u , 0
2,1u , 2,1V , приведенные для 210 , 

75.0 с–1 в случае сплошного льда, разбивают плоскость на ряд обла-
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стей. Отсюда и из (7.24) видно, что в море, покрытом сплошным льдом, 

в фиксированную точку, находящуюся на расстоянии R  от области 

приложения давлений, приходят сначала упругие предшественники, за-

тухающие как 1R  и обусловленные исключительно упругими силами 

льда. Затем приходят поверхностные 1s , а после них внутренние 2s  

волны. При значениях 1v  из области ),0( 1V  на основные волновые воз-

мущения накладываются волны, затухающие как 1R . Исключение со-

ставляет заштрихованная область, где накладываются волны, имеющие 

порядок затухания не ниже 23R . 

Волны, амплитуда которых затухает как 1R , являются в области 

tuR 0
1  чисто упругими, а в области tuRtu 0

11   – упругими и гравита-

ционными, а при tuR 1  и tuR 0
2  – чисто гравитационными. Следова-

тельно, 1u  есть скорость заднего фронта упругих волн-

предшественников. Она не зависит от частоты колебаний, а влияние   

на 1u  несущественно. Отметим, что кривая 1u  в каждой своей точке ка-

сается линии 1V , отвечающей одному из значений  , т.е. 1u  есть огиба-

ющая семейства )(1 V . 

В плоском случае распределения давлений (7.19) проводились чис-

ленные расчеты амплитуд ska  генерируемых волн sk , 2,1k , 2,1s . 

При толщине сплошного упругого льда 3h м и при отсутствии льда 

они представлены с точностью до множителя а в табл. 7.2 для 501 H , 

500H м, значений параметров (7.10) и )(xf , равной 1 при lx   и 

равной нулю для lx  , где 310l м. В случае битого льда зависимость 

примерно такая же. Видно, что увеличение   приводит к уменьшению 

численных значений амплитуд 11a , 21a  поверхностных волн 11 , 21 . 

Однако уменьшение амплитуд фактически не зависит от толщины льда. 

Амплитуды внутренних волн 12a , 22a  с ростом   увеличились для 
210 с–1 и 3105  с–1 соответственно в 5.2 и 6.9 раза. Это увеличе-

ние одинаковое как для 0h , так и для 3h м. При 1103  с–1 ам-

плитуды 12a , 22a  малы по сравнению с амплитудами поверхностных 

волн. Увеличение толщины льда от 0h  до 3h  при 3.0 с–1 приве-

ло к уменьшению амплитуды 11a  примерно в 3.2 раза как для 3102   

так и для 210 . При 210 с–1 и 3105  с–1 ледяной покров для 

этих же значений   фактически уже не оказывает влияния на 11a , 21a , а 

12a , 22a  с ростом h  от 0 до3 м несколько уменьшаются. При 3102   и 
210 с–1 уменьшение 12a  составляет 2.8%, а 22a  – 3.1%. Однако влия-
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ние льда на 12a , 22a  уменьшается с уменьшением   и уже при 
3105   характеристики ледяного покрова не оказывают заметного 

влияния на них, так же как и на 2 , 2 . 

Таблица 7.2 

11a  12a  21a  22a  h , м 10 с–1 310  

4.838 8.46∙10-5 3.057 0 0 
3 

2 

1.484 8.34∙10-14 0.930 0 3 

1.359 1.43∙10-2 1.235 6.154 0 
0.1 

1.359 1.39∙10-2 1.235 5.994 3 

0.680 6.89∙10-1 0.618 3.997 0 
0.05 

0.680 6.88∙10-1 0.618 3.993 3 

4.823 4.29∙10-3 3.047 0 0 
3 

10 

1.479 7.55∙10-10 0.927 0 3 

1.351 7.45∙10-2 1.228 7.983 0 
0.1 

1.351 7.44∙10-2 1.228 7.979 3 

0.676 1.00∙10-1 0.615 5.837 0 
0.05 

0.676 1.00∙10-1 0.615 5.837 3 

 

Амплитуда 22a  может намного превосходить 11a . Например, при 

6/2  ч, 501 H м, 3
2 10H м, 3102   отношение 100/ 1122 aa . 

Отметим при этом, что соответствующий выбор ширины l  области мо-

жет привести к нулевому значению амплитуд 11a , 21a  поверхностных 

волн. Амплитуда 22a  внутренней волны будет при этом отлична от нуля 

и, следовательно, будем иметь ярко выраженное явление «мертвой во-

ды» [137]. Аналогичным образом в двухслойной жидкости под действи-

ем атмосферных возмущений могут возникать только поверхностные 

волны. Для рассматриваемой функции )(xf  это имеет место при 

2/ rnl  , ,...2,1n  

 

7.3. Зависимость поверхностных и внутренних волн от глубины 

погружения источника периодической интенсивности 

 

Пусть волны генерируются действующим внутри жидкости в точке 

с координатами (0, 0, z0) периодическим источником [72, 138, 153], по-

тенциал которого равен 

  )exp()(
4

~
212

0
22 tizzyx

M



  . 

В этом случае для выяснения влияния льда на неустановившееся 

волновое движение двухслойной идеальной несжимаемой жидкости 
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следует решить уравнения (7.2) с начальными (7.4) и граничными усло-

виями 0/2  z  при 2Hz  , (7.3) при 1Hz   и при 0z . Причем 

нужно заменить 1  на 1 , если источник в верхнем слое, или 2  на 

2  для источника в нижнем слое. Решая задачу аналогично преды-

дущей, найдем для 2,1  формулы (7.23)–(7.25), где 

 2/
~

Ma ,  4/ tRrkk ,  123 thth1 rhrHl  ,            (7.27) 

а 2,1N  имеют вид 
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(7.28) 

для источника в верхнем слое и 
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           (7.29) 

для источника в нижнем слое. Здесь 1h  – расстояние от источника до 

границы раздела слоев. 

Из (7.23), (7.27), (7.29) видно, что амплитуды 11a , 21a  волн 11 , 21  убы-

вают с погружением источника в нижнем слое жидкости как )(ch 121 hHr  . 

Амплитуды 12a , 22a  волн 12 , η22 убывают при этом как )(ch 122 hHr  . По-

этому отношения 2111 /  и 2212 /  не зависят от 1h . Так как 21 rr  , то при 

фиксированных значениях исходных параметров a12 и a22 убывают с ростом 

1h  быстрее, чем 11a  и 21a . Отношение 2211 / aa  также убывает. 

В случае источника в верхнем слое зависимость амплитуд генери-

руемых волн от глубины погружения источника более сложная. Для вы-

яснения этой зависимости и влияния на нее неоднородности жидкости и 

характеристик ледяного покрова проводились численные расчеты при 

значениях параметров (7.10), (7.26). Глубина погружения источника 0h  

(расстояние от поверхности лед-вода до источника) менялась в пределах 

Hh  00 . При 100 Hh   расчеты велись по формулам (7.23), (7.28), а 

при 201 HhH   – по (7.23), (7.29). Результаты показали, что периоди-

ческий источник может генерировать внутренние волны с амплитудами, 

во много раз большими, чем у волн поверхностных. Например, для 
210 с–1, 310 , 9103E Н/м2, h=1м и h0 = 1м амплитуда 22a  пре-

восходит 11a  в 742.7 раза (табл. 7.3). С ростом   отношение 1122 / aa  убы-

вает. Так как влияние неоднородности жидкости на 11a  мало (меньше 

1%), то с увеличением   амплитуда 22a  уменьшается. Кроме того, из 

табл. 7.3 видно, что 1222 / aa  может быть значительно меньше, чем 



 

242 

1122 / aa . Это говорит о том, что 12a  при определенных условиях может 

существенно превосходить 11a . 

 

Таблица 7.3 
310  1 2 5 10 

1122 / aa  742.7 651.0 347.8 204.0 

1222 / aa  7923 1553 358.4 144.9 
 

Ледяной покров не оказывает заметного влияния на внутреннюю 

волну η22. Зависимость амплитуды этой волны от глубины погружения 

источника в море, покрытом льдом, аналогична зависимости в море со 

свободной поверхностью. Влияние же перепада плотности   на данную 

зависимость существенно, что иллюстрируется рис. 7.7. Функция )( 00 h  

на этом рисунке представляет собой отношение амплитуды волны 22 , 

генерируемой источником, действующим на глубине 0h , к амплитуде 

этой волны, генерируемой при тех же условиях аналогичным источни-

ком, помещенным на расстоянии 1 м от границы раздела слоев. Кривые 

1 – 4 отвечают значениям 310 , равным 1, 2, 5, 10 при 210 с–1. Вид-

но, что с погружением источника в верхнем слое амплитуда внутренней 

волны 22  растет, а в нижнем убывает. Максимальное значение 22a  

принимает в случае источника на границе раздела. Причем уменьшение 

22a  с удалением источника от границы раздела тем сильнее, чем меньше 

 . 

 
Рис. 7.7 

 

Что же касается волны 12 , то ледяной покров при малых   приводит к 

существенному уменьшению ее амплитуды. В табл. 7.4 приведена зависимость 

отношения 1222 / aa  от толщины h  сплошного льда при тех же значениях па-
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раметров, что и для табл. 7.3. Из табл. 7.4 следует, что при изменении h  от 0 до 

10 м отношение 1222 / aa  для 310  возросло в 6.3 раза, а для 3102   – в 

1.5 раза. Так как влияние льда на 22a  мало (меньше 1%), то это изменение ха-

рактеризует уменьшение амплитуды 12a . Оно обусловлено упругими силами 

ледяного покрова. В море, покрытом битым льдом, отношение 1222 / aa  прак-

тически не зависит от h . С ростом   влияние сплошного льда на отношение 

1222 / aa  уменьшается и уже при 210  почти не сказывается. Зависимость 

12a  от глубины погружения источника качественно такая же, как и зависи-

мость 22a  от 0h . 

Таблица 7.4 

 h,м 0 2 4 6 8 10 

1 7323 8251 10545 16821 29016 49122 

2 1553 1559 1600.2 1644.9 1927.8 2284.6 
 

Отметим, что при одинаковых условиях источник, действующий в 

нижнем слое на расстоянии 1h  от границы раздела слоев, генерирует 

внутренние волны меньшей амплитуды, чем аналогичный источник, 

действующий в верхнем слое на таком же расстоянии от границы разде-

ла. В частности, при 210 с–1, 3105   и 101 h м амплитуда 22a  в 

первом случае больше, чем во втором в 1.9 раза. Это отношение убыва-

ет с уменьшением   и уже для 310  близко к единице. При фиксиро-

ванном   указанное отношение убывает до единицы с ростом  . 

Кроме того, результаты расчетов показали возможность генерации 

периодическим источником значительных внутренних волн на высоких 

частотах. Это имеет место, когда источник действует в окрестности гра-

ницы раздела слоев. Например, при 3.0  с–1, 210 , 1.0h  м и 

11 h  м амплитуда волны 22  превосходит 11a  в 559 раз. С удалением 

источника от границы раздела на 2, 3, 4 м амплитуда 22a  уменьшается 

на 83.9, 97.4, 99.6%. При 1.0 с–1, 210  амплитуда 22a  для 1h (м), 

равного 2, 4, 5, 10, 20, 30 составляет соответственно 81.6, 66.5, 54.4, 

16.1, 2.2, 0.3% от 22a  в случае 11 h  м. 

Амплитуды поверхностных волн 11  и 21  при фиксированной 

толщине сплошного и битого льда с погружением источника от поверх-

ности лед-вода до дна убывают. Причем величина 11a , определенная 

при 01 h  по формулам для источника в верхнем слое, практически 

совпадает с определенной по формулам для источника в нижнем слое. 

ε∙103 
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Это же имеет место и для 21a . Зависимость 11a  от h  сплошного льда и 

глубины 0h  погружения источника для 3.0  с–1, 210  иллюстриру-

ется табл. 7.5. Эта таблица показывает, на сколько процентов убывает 

11a  при изменении 0h  от 1 м до 0.1Н1, 0.5Н1, Н1, 2Н1, 3Н1, 4Н1. Видно, 

что с ростом 0h  от 1 м до 4Н1 амплитуда 11a  уменьшается для 0h  на 

97.4 %, а для 10h м на 96.7 %. При 2h  с погружением источника от 

поверхности лед-вода до заданной глубины большей толщине льда от-

вечает быстрейшее уменьшение 11a . При изменении h  от 4 до 10 м, 

наоборот, большему h  соответствует более медленное уменьшение 11a , 

обусловленное упругими силами ледяного покрова. Однако, как следует 

из табл. 7.5, влияние льда находится в пределах 3%. 

Битый лед для всех 10h  м увеличивает затухание амплитуды по-

верхностных волн с погружением источника. Однако влияние битого 

льда на зависимость 11a  от 0h  в рассматриваемом случае также не пре-

восходит 2.5 %. 

 Таблица 7.5 
h0 Н1/10 Н1/2 Н1 2 Н1 3 Н1 4 Н1 

0 8.0 36.2 59.7 83.7 93.5 97.4 

1 8.1 36.5 60.0 83.9 93.6 97.5 

2 8.1 36.7 60.1 84.2 93.7 97.6 

4 8.1 36.8 60.3 84.3 93.8 97.6 

6 8.0 36.4 59.8 83.9 93.6 97.5 

8 7.8 35.4 59.6 82.9 93.1 97.2 

10 7.5 34.3 57.2 81.6 92.2 96.7 

 

7.4. Влияние вязких свойств снежно-ледового покрова на свободные волны 

 

Рассмотрим влияние внутреннего трения снега, покрывающего 

сплошной плавающий лед, на затухание изгибных деформаций льда и 

волновых возмущений жидкости со скачком плотности. Полагая движе-

ние жидкости потенциальным, получим [51] для определения потенциа-

ла скорости в верхнем 1  и нижнем 2 слоях уравнения 
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z
 ,   z = –H2.                                      (7.33) 

Здесь )()( 1
**

1 ghh  , )/( 1
*

1 gh  , 21  ,  1 , k , 

kH  – плотность и глубина верхнего (k = 1) и нижнего (k = 2) слоев; ρ, h – 

плотность и толщина льда; ** ,, h – коэффициент внутреннего трения, 

плотность и толщина слоя снега. Определение D1, Q1 приведено в (2.11). 

Начало декартовой системы координат находиться на невозмущен-

ной границе раздела слоев, ось z направлена вертикально вверх. Возвы-

шение поверхности лед-вода 1  и границы раздела слоев 2  связаны с 

1  и 2  кинематическими соотношениями (7.5). 

Представляя решение уравнений (7.30) в виде 

 irzBrzA exp)shch(1 ,  iHzrC exp)(ch 22 , rxt   и удо-

влетворяя граничным условиям (7.31) – (7.33), (7.5), получим дисперси-

онное уравнение 

0)( 54
3

132
2

1
4  i ,                (7.34) 

21611 thth1 rHrHrg  ,  )th( 6
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12  DrHrg , 
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4  gr ,  7
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126 thth rHrH  ,  217 thth rHrHrg , 

11
1

4
1

*  rQrDD ,    11
*
1 th1 rHrg . 

Если 01  , то (7.34) переходит в дисперсионную зависимость, описы-

вающую незатухающие изгибно-гравитационные волны при отсутствии 

снега. 

Учитывая, что неоднородность жидкости оказывает слабое влияние 

на характеристики поверхностных волн, запишем (7.34) в виде 

021  ,                                             (7.35) 

где rHrgDrHgri thth *3
1

*2
1  ,    1

98
2

2 )1(  , 
1

2178 )th(th  rHrH , 

1
21

*
1129 )]thth1()[th(th  rHrHrHrgrH , 

rHrg th1 1
*  ,   21 HHH  . 

Уравнение 01   представляет собой дисперсионную зависимость 

для поверхностных волн, а 02   – для внутренних волн с учетом льда и 

снега. Видно, что из характеристик льда и снега лишь силы инерции вли-

яют, хотя и незначительно, на частоты и длины свободных внутренних 

волн. Уравнение 02   имеет только действительные корни. Следова-
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тельно, в бассейне с ледяным покровом внутренние волны являются неза-

тухающими как при наличии снежного покрова, так и при его отсутствии. 

Решая уравнение 01   при фиксированной длине волны 
r

 2 , 

находим  ~
0 i , где 

1*2
1

52
1

**
0 )2()]th4(th[  rHrDrHrg                (7.36) 

rHgr th)2(~ 1*3
1

 .                                 (7.37) 

Величина ~  определяет скорость затухания изгибно-

гравитационных поверхностных волн. Условием существования перио-

дических поверхностных возмущений является неравенство 

0th4 52
1

**  rHgrD . 

Если волновое число не удовлетворяет этому условию, то 0Re   и 

имеют место только затухающие возмущения. 

Численный анализ распределений 0  по r, характеризующих дисперси-

онную зависимость, а также распределений фазовой r0  и групповой 

drdV 0  скоростей проводился при значениях *,, hhH , равных 103, 1.5, 

1 м соответственно. Величины Е (Н/м2), , , ρ, *  (кг/м3) полагались равными 

3·109, 0.34·10 –3, 103, 870, 250 соответственно. Некоторые результаты расчетов 

представлены на рис.7.8 без учета ледового сжатия и на рис. 7.9, 7.10 при 

DQ 6,11  . Штриховые и штрихпунктирные линии на рис. 7.8 соответствуют 

значениям 5·106, 5.5·106 коэффициента  (Па·с) внутреннего трения снега. При-

чем линии 1 характеризуют случай битого льда (Е = 0), а линии 2 – сплошного 

льда. Штриховые, штрихпунктирные с одной и двумя точками и пунктирные 

линии на рис. 7.9, 7.10 соответствуют коэффициентам  (Па·с), равным 4.5·106, 

4.8·106, 5·106, 5.5·106. Сплошная линия характеризует 0(r) при  = 0. 
 

 
 

Рис. 7.8                                       Рис. 7.9 
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На рис. 7.8 видно, что при отсутствии ледового сжатия и   0 мо-

гут существовать две системы периодических волновых возмущений 

одинаковой частоты, но разной длины. Одна из них )( 11  является гра-

витационной (Е = 0) или изгибно-гравитационной (Е ≠ 0), а вторая )( 14  

обусловлена силами внутреннего трения снега. 

 

 
Рис. 7.10 

 

Для обеих систем верхняя граница частотного интервала 1  волно-

вых возмущений и нижняя граница 0  интервала длин волн одни и те 

же. Они определяются характеристиками льда и снега. Здесь 

)()( 101 rr  , 00 2 r , а 1
0 , rr – положительные корни уравнений 

0)(0  r , 0)(0  r  соответственно. Штрих означает производную по r. 

Увеличение коэффициента внутреннего трения снега приводит к 

уменьшению 1  и увеличению 0 , в то время как рост цилиндрической 

жесткости льда D, наоборот, расширяет интервалы частоты и длины по-

верхностных затухающих волн. Поэтому при оценке диапазонов изменения 

  и  изгибных деформаций сплошного льда и возмущений жидкости, 

обусловленных поверхностными волнами, необходим учет характеристик и 

льда, и снега. Скорость затухания волн 11  меньше, чем волн 14 . При этом 

рост   усиливает затухание как 11 , так и 14 , что следует из (7.37). 

В условиях ледового сжатия при величинах сжимающего усилия 

01 QQ  зависимость 0  от r качественно такая же, как и при отсутствии 

ледового сжатия. Здесь **
0 ),( rrQ  – положительный корень уравнения 

0)('  r , а )(r  имеет вид 
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и определяется цилиндрической жесткостью и толщиной льда, толщи-

ной и коэффициентом внутреннего трения снега. В случае отсутствия 

снега (h* = 0) значение Q0 совпадает с аналогичной величиной, приве-

денной в разделе 2.4. Зависимость критической величины ледового сжа-

тия Q0 от коэффициента внутреннего трения   при h* = 1 представлена 

в таблице 7.6. 

Таблица 7.6 
  0 2·106 4·106 8·106 107 1.87·108 

Q0 1.447 1.432 1.421 1.367 1.359 1.35 

 

Если же Q1 > Q0 то, как следует из графиков на рис. 7.9, 7.10, может 

существовать до четырех систем волн разной длины, но одинаковой ча-

стоты. Кроме волн 11 , 14 , возможны и волновые системы, обуслов-

ленные ледовым сжатием ( 12 ) и упругими характеристиками льда 

( 13 ). 

Верхние границы интервалов частоты гравитационных волн и волн 

14  определяются величинами 1  и 3  соответственно. Частоты изгиб-

ных ( 13 ) волн и волн, обусловленных сжатием, изменяются на интерва-

лах ),( 32   и ),( 12  . Здесь )(0 kk r , k = 1, 2, 3, а rk – действитель-

ные корни уравнения 0)(0  r , причем rk < rk+1. Следовательно, и ско-

рость затухания k1  меньше, чем 11  k . Для наглядности на дисперсион-

ной кривой (рис. 7.9) и графике зависимости фазовой скорости от часто-

ты (рис. 7.10) кружком, треугольником и квадратом отмечены значения, 

соответствующие 321 ,,   при 6105.4  Па·с. 

На рис. 7.10 видно, что волны 11 , соответствующие гравитацион-

ной ветви кривой )( 0 , имеют нормальную, а 12 , 13 , 14 – аномаль-

ную дисперсию. 

При увеличении коэффициента внутреннего трения снега характер 

зависимости фазовой скорости от частоты качественно не изменяется 

для всех четырех систем волн. Количественное влияние роста   прояв-

ляется в уменьшении фазовых скоростей и интервалов частот соответ-

ствующих волн. Кроме того, рис. 7.10 показывает, что возможно суще-

ствование нескольких волн разных периодов колебаний, имеющих оди-

наковую фазовую скорость. С одинаковой скоростью могут распростра-

няться и группы волн разных частот колебаний. 
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Значения k (k = 1, 2, 3), определяющие диапазоны частоты волн 

k1 , уменьшаются с ростом  . Причем можно указать такое значение 

коэффициента внутреннего трения снега 
1*221

1
21

2
2
110 )(])[(  hraaag , 

122
1

4
11

2*
1 )](24)25([2  gHrrQrDgHrDa , 

122
11

2*
2 ))](1([16  HgrrggHDa , 

что для заданного волнового числа 0)(0  r . Поэтому количество вол-

новых систем заданной частоты колебаний зависит не только от Q, но и 

от  . 

Графики )(0 r  представлены в логарифмическом масштабе на 

рис. 7.11, где кривые по порядку сверху вниз соответствуют значениям 

11 / DQ , равным 0, 1.4, 1.6, 1.8. При величинах сжимающего усилия, 

меньших Q0, данная зависимость является убывающей, т.е. условие 

0)(0  r  выполняется только при одном ненулевом значении r = r0 для 

любых значений   (рис. 7.8). Если Q1 > Q0, то )(0 r  имеет экстремумы 

)(211*
12 kk rgh  

 , k = 4,5, а rk – положительные корни уравнения 

0)('  r . Здесь 15** )th(4)(  rHgrDr , причем 1 kk rr , 32  . 

Следовательно, при 20   возможно единственное, отличное от нуля 

значение r0, когда 00   (штриховая линия на рис. 7.9). Это характерно 

и для 30  (пунктирная линия на рис. 7.9). Если 302  , то 

функция )(0 r  обращается в нуль в трех, а при 20   в двух ненуле-

вых точках (штриховая с одной и двумя точками кривые на рис. 7.9). 

 

 
Рис. 7.11 
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Таким образом, для фиксированного сжимающего усилия можно 

определить, используя зависимость )(0 r , такое значение коэффициен-

та внутреннего трения снега 20  , при котором периодические вол-

новые возмущения возможны в двух ограниченных диапазонах значе-

ний волнового числа. 

Величины групповых скоростей волн 11 , 14  изменяются соответ-

ственно в диапазонах )](
~

,0[],,0[ 0rVgH , где 21)](''5,0[)(
~

rrV  . 

Групповые скорости волн 12 , 13  изменяются в диапазонах 

)](,0[)],(,0[ 7060 rr  , если 20   и в диапазонах )](
~

,0[)],(
~

,0[ 98 rVrV  

при 302  . Здесь r6,r7 – действительные корни уравнения 

0)(''0  r , а r8, r9 – уравнения 0)(0  r . 

Рассмотрим пространственное затухание поверхностных волновых 

возмущений заданной частоты. Для этого найдем волновые числа 

rirr ~
0  , удовлетворяющие уравнению 01   при фиксированном 

действительном значении  . 

Предполагая коэффициент затухания r~  малым и ограничиваясь 

двумя членами разложения )~,,( 01 rr  в ряд, получим 

...
)~(

)0,,(
Re~)0,,(Im

)~(

)0,,(
Im~)0,,(Re)~,,(
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01

01
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Из уравнения 0)~,,( 01  rr  с учетом (7.38) найдем 

HrHrgrgrr 0
1

001
4

01 th)]th1(8[~  .                    (7.39) 

При этом   и r0 связаны соотношением 

0
)~(

)0,,(
Im)0,,(Im

)~(

)0,,(
Re)0,,(Re 01

01
01

01 










ri

r
r

ri

r
r .  (7.40) 

Численный анализ для рассматриваемых значений параметров по-

казал, что выражение (7.40) определяет почти такую же зависимость ча-

стоты от r0, как и формула (7.36). 

В общем случае значение r~ можно определить, решая уравнения 

0)~,,(Re 01  rr  и 0)~,,(Im 01  rr , численно. Сопоставление значе-

ний r~ , полученных численно для указанных параметров и по формуле 

(7.39), показало их практическое совпадение. 
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Зависимость коэффициента затухания от частоты представлена на 

рис. 7.12. Здесь те же обозначения, что и на рис. 7.9. Видно, что коэф-

фициент затухания волн 11  увеличивается, а волн 12 , 14 , обусловлен-

ных соответственно сжатием и вязкостью, убывает с ростом частоты 

при фиксированном  . Кроме того, r~ для изгибных волн 13  растет с 

увеличением   при 2 . Если же 2 , то на интервале   до значе-

ния, соответствующего квадрату на графике, r~  для изгибных волн убы-

вает, а после увеличивается. 

 

 

Рис. 7.12 

Таким образом, возможно существование нескольких волн, различ-

ных периодов, имеющих одинаковый пространственный коэффициент 

затухания. 

 

7.5. Влияние вязких свойств снежно-ледового покрова на  

вынужденные волны 

 

Рассмотрим теперь влияние снежно-ледового покрова на волновые 

возмущения, генерируемые источником [52], расположенным внутри 

жидкости в точке (0, z0), потенциал которого равен 

  )exp(])(/[])([ln
4

~
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0
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M
~

 – мощность источника. Источник включается в момент времени 

t = 0. До начала его действия жидкость невозмущена, а поверхность 

лед-вода 1 и граница раздела слоев жидкости 2  горизонтальны. 

Для определения потенциала скорости жидкости 1  в верхнем и 2  

в нижнем слоях имеем уравнения (7.30) с граничными (7.31) – (7.33), 

(7.5) и начальными (7.4) условиями. 

Предположим, что источник располагается в верхнем слое. Заменяя 

1  на 1 и применяя для решения данной задачи преобразование 

Фурье по переменной x и преобразование Лапласа по времени находим 

drirxIraM kkk )exp()(1 




  (k = 1,2),                     (7.41) 
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где h1 – расстояние от источника до границы раздела слоев жидкости. 

Учитывая, что неоднородность жидкости оказывает слабое влияние 

на характеристики поверхностных волн, запишем 

),(),( 21  rr                                      (7.42) 
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Рассмотрим интегралы (7.41) для x > 0. Подынтегральные функции 

здесь являются аналитическими в окрестности действительной оси. 

Особенности типа полюсов (вещественные корни уравнения 

0),( 12  r ), содержащиеся в отдельных слагаемых, взаимно погаша-

ются, а 0),( 11  r  при действительных значениях r. Поэтому исход-

ный путь интегрирования можно деформировать в путь L1, идущий 

вдоль действительной оси и обходящий по малым полуокружностям 

точку r = r2 в верхней, r = – r2 – в нижней полуплоскости. Здесь 2rr   – 

корни уравнения 0),( 12  r . Такой выбор обхода полюсов на контуре 

L1 гарантирует выполнение условия 0)Re( 5,4  . Отметим, что в верх-

ней полуплоскости справедливы неравенства 0)Re( 3,2  . 

Запишем (7.41) в виде 





5

1s

s
kk , drtirxNaM ssk

L
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s
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s

)exp(1
1  

 .                (7.44) 

Пути L2 ,L3 совпадают с действительной осью. Контуры L4 ,L5 обходят 

соответственно одну из точек 2rr  . Выполнение условий 0)Re( s  

обеспечивает при t стремление к нулю интегралов )52(  ss
k , 

определяющих неустановившиеся колебания. Рассмотрим установив-

шуюся часть движения поверхности лед-вода (k = 1) и границы раздела 

слоев жидкости (k = 2), характеризуемых интегралами 1
k . 

Кроме двух действительных корней 2rr   уравнения 02   

подынтегральные выражения в 1
k  имеют особенности в точках, соот-

ветствующих корням уравнения 01  . Вычисляя интегралы 1
k , огра-

ничиваясь рассмотрением периодических возмущений, получим  

0
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1

1
1
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2  , 1 jkkkj qNaA ,  )exp(211 xq l ,  212 q , 

(l = 0…n, k = 1, 2; j = 1, 2) 

Значение 0l  принимаются при j = 1, а l = 0 при j = 2. Здесь n – 

количество корней lll imr 1  )0,0(  llm  уравнения 01  , штрих 

означает производную по r. 

Если источник располагается в нижнем слое то, заменяя 2  на 

2  и решая аналогично, находим для k выражения (7.41) – (7.42), 

где a1,2 и N1,2 имеют вид 



 

254 

1
21121 )ch)(ch(ch  rHrHhHra ,  2

1
122 ch)(ch rHhHra  , 

2
1 N , 22

11
2*

2 )(  rDrgN .                (7.46) 

Из (7.45) – (7.46) видно, что изгибные деформации льда и возмущения 

поверхности скачка плотности формируются поверхностными l
k1  и 

внутренними 0
2k  волнами. Если 01 QQ  , где Q0 определяется решением 

уравнений 0)'( 1  , 0')'( 1  , то из поверхностных волн возбуждают-

ся только гравитационные 1
1k  и обусловленные внутренним трением 

снега 4
1k  волны. Частота этих волн изменяется в диапазоне 10  , 

)( 111 r , r1 – положительный корень уравнения 0)'( 1  . 

При условии 01 QQ   возможно возбуждение до четырех систем 

волн. Кроме волн 1
1k , 4

1k  могут генерироваться и волны обусловленные 

ледовым сжатием 2
1k  и упругими характеристиками льда 3

1k . Верхние 

границы интервалов волн 1
1k  и 4

1k  определяются величинами 1  и 3  

соответственно. Частоты изгибных ( 3
1k ) волн и обусловленных сжати-

ем ( 2
1k ) изменяются на интервалах ),( 32  , ),( 12  . Здесь 

)(1 kk r , k = 1, 2, 3, а rk – действительные корни уравнения 

0)'( 1  . При этом 312  . 

Отметим, что можно указать (см. раздел 7.4) такое значение 0 , 

при котором возбуждаются только две системы волн 1
1k , 4

1k для любых 

усилий ледового сжатия. 

Численный анализ зависимости волновых возмущений от условий их 

генерации проводился при значениях *
21 ,,, hhHH , равных 102, 103, 1.5, 1 м 

соответственно. При этом, как и в разделе 7.4, величины Е, ,   полагались 

равными 3·109 Н/м2, 0.34, 10–3 , а *
1 ,,   – 103, 870, 250 кг/м3. 

Коэффициент внутреннего трения снега   изменялся в пределах 

4·106–1.87·108 Па·с. Глубина h0 погружения источника (расстояние от 

поверхности лед-вода до источника) изменялась в пределах 0 < h1 < H. 

Анализ результатов численных расчетов показал, что снежный по-

кров изменяет амплитудно-фазовые характеристики поверхностных 

волн. Увеличение коэффициента внутреннего трения снега приводит к 

уменьшению модулей амплитуд 3
1

1
1, kk YY  гравитационной и изгибной 

волн. Амплитуда волн, обусловленных ледовым сжатием и внутренним 

трением снега, возрастают с ростом  . Значения k (k = 1, 2, 3), опреде-

ляющие интервалы изменения частоты поверхностных волновых воз-

мущений, уменьшаются с ростом коэффициента трения. При этом ча-
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стотный диапазон возбуждения волн 2
1k  расширяется, а волн 3

1k , 4
1k  

сужается. Интервал частот для гравитационных волн практически не 

изменяется. Распределения модулей амплитуд поверхностных волн по 

частоте колебаний на границе лед-вода (рис. 7.13) и поверхности скачка 

плотности (рис. 7.14) иллюстрируют графики при h0 = 80 м, 

11 6.1 DQ  , x = 0. Номерам кривых 1, 2 отвечают значения коэффици-

ента внутреннего трения 4·106, 4.7·106 Па·с. 
 

 
 

Рис. 7.13.                               Рис. 7.14 
 

Сплошные, штриховые и штрихпунктирные линии 1, 2 характеризу-

ют волны 1
1k , 2

1k , 3
1k  соответственно. Кружками и треугольниками от-

мечены значения модулей амплитуд волн при 1  и 2 . Верхняя граница 

частотного диапазона ( 3 ) волны 4
1k  выходит за пределы рис. 7.13, 7.14. 

Амплитуда этой волны мала (существенно меньше, чем у волн 2
1k ). От-

метим, что при 0 , когда волны 2
1k , 3

1k не возбуждаются, модули 1
1kY , 

4
1kY  для рассмотренных значений параметров могут достигать 10–1м. Мо-

дуль амплитуды волн, обусловленных ледовым сжатием, на поверхности 

лед-вода увеличивается, а волны 3
1k  – убывает с частотой. Для поверх-

ностных волн 2
1k , 3

1k отношения модуля амплитуд на границе лед – вода 

к его значению на поверхности скачка плотности в зависимости от часто-

ты и глубины погружения источника может быть как больше, так и мень-

ше единицы. Причём на границе раздела слоев жидкости значения моду-

лей амплитуд этих волн могут быть соизмеримы с амплитудой гравитаци-

онной волны. Если 0 , то амплитуды всех поверхностных волн зату-

хают с глубиной, а вносимый ими вклад в формирование поверхности 

скачка плотности определяется главным образом волной 1
21 . 

Амплитуды изгибных деформаций, формируемых каждой из по-

верхностных волн, убывают с глубиной погружения источника. Анало-
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гичная зависимость характерна и для амплитуд волн 3
21

2
21

1
21 ,,   на раз-

деле слоев, если 0 . При 0  с увеличении h0 уменьшается толь-

ко 1
21 . Модули амплитуд других поверхностных волн на границе скачка 

плотности растут с приближением к ней источника. Для волны 2
21  обу-

словленной ледовым сжатием это иллюстрируют графики на рис. 7.15 

при σ = 0,4 с–1, которые определяют зависимость 2
21Y от глубины погру-

жения источника. Номера кривых соответствуют тем же значениям па-

раметров, что и на рис. 7.13. 
 

 
Рис. 7.15 

 

Наличие снежного покрова приводит также к изменению фазового 

сдвига ( l
k1 ) всех поверхностных волн, значение которого растет с уве-

личением η. При этом фазовый сдвиг каждой из волн на поверхности 

лед-вода больший, чем на поверхности скачка плотности. Для гравита-

ционной волны он изменяется в интервалах (–90º, 0) и (0, 20º) на верх-

ней и нижней границах верхнего слоя соответственно. Фаза изгибных 

колебаний льда, обусловленных другими волнами, под влиянием внут-

реннего трения снега может изменяться на противоположную. Кроме 

того, 1
1k , 3

1k  растут, а 2
1k , 4

1k  уменьшаются с увеличением глубины 

погружения источника. 

Отметим, что увеличение h* приводит к качественно тем же изме-

нениям поверхностных возмущений, что и рост  . 

Амплитудно-фазовые характеристики возмущений, обусловленные 

внутренними волнами на поверхности скачка плотности, практически 

не зависят от льда и снега. Их распределение по частоте колебаний и 

глубине погружения источника такие же, как и в бассейне со свободной 

поверхностью. Это видно из табл. 7.7, где даны значения амплитуд 

внутренней волны на границе раздела слоев при источнике находящим-

ся на расстоянии h1 от этой границы в верхнем (верхняя строка) и ниж-
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нем (нижняя строка) слое. Характерно, что источник, действующий в 

верхнем слое, генерирует внутренние волны большей амплитуды, чем 

аналогичный источник, расположенный на том же расстоянии от по-

верхности скачка плотности, в нижнем слое. 
 

Таблица 7.7 

σ·102, c-1 h1, м 

20 40 60 80 

3 12.1 
11.4 

8.73 
7.8 

6.61 
5.34 

5.45 
3.65 

4 9.83 
9.81 

5.15 
5.0 

2.8 
2.63 

1.72 
1.36 

5 7.08 
7.0 

2.66 
2.65 

1.0 
0.97 

0.43 
0.38 

 

Амплитуда проявлений внутренних волн в ледяном покрове 
уменьшается, а их фазовый сдвиг увеличивается с ростом коэффициента 
трения. Ледовое сжатие ослабляет влияние вязкости на амплитуду про-

явления 0
12Y , увеличивая при этом 0

12 . Убывает воздействие вязкости и 

с уменьшением частоты колебаний. Наглядная иллюстрация зависимо-
сти модуля амплитуды проявлений (м·103) и сдвига фазы внутренних 
волн от частоты и глубины расположения источника представлена в 
таб. 7.8 и на рис. 7.16. 

 

Таблица 7.8 

η, Па·с DQ 2/  σ·102,c–1 h1, м 

3 4 5 

0 

0 

18.1 
8.5 

1.73 
1.3 

0.03 
0.02 

20 

8.15 
2.7 

0.58 
0.44 

0.01 
0.009 

80 

1.6 

22.1 
10.4 

6.47 
3.4 

1.5 
0.76 

20 

9.9 
3.3 

1.1 
0.45 

0.1 
0.07 

80 

4.5·106 

0 

18.1 
8.5 

0.3 
0.2 

0.02 
0.01 

20 

8.1 
2.7 

0.06 
0.01 

0.008 
0.005 

80 

1.6 

22.1 
10.4 

6.4 
3.2 

1.5 
0.7 

20 

9.9 
3.2 

1.1 
0.2 

0.006 
0.003 

80 
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Рис. 7.16. 

 

Номера кривых 1, 2 отвечают сдвигу фаз при 0 < h1 < H1 для значе-

ний η, равных 4.5·106, 1.87·108 Па·с. Сплошные линии даны при 

11 6.1 DQ  , штриховые – Q1 = 0. 

Отметим, что величина сдвига фазы проявлений не зависит от рас-

стояния между границей раздела слоев и источником. При переходе ис-

точника через границу раздела фаза внутренних волн меняется на про-

тивоположную. 
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ГЛАВА 8. ВЛИЯНИЕ СКОРОСТИ ТЕЧЕНИЙ НА РАЗВИТИЕ 

ПОВЕРХНОСТНЫХ И ВНУТРЕННИХ ВОЛН В МОРЕ СО СКАЧКОМ 

ПЛОТНОСТИ 

 

8.1. Волны от начальных возмущений 

 

Пусть на поверхности двухслойной жидкости, текущей со скоро-

стью и в положительном направлении оси х, плавает ледяной покров. 

Верхний слой жидкости имеет толщину Н1 и плотность ρ1, а нижний – 

толщину Н2 и плотность ρ2. В начальный момент времени поток не воз-

мущен, а поверхность лед-вода ζ1 и граница раздела слоев ζ2 горизон-

тальны. Начиная с момента времени t = 0 участок дна бассейна совер-

шает вертикальное смещение с заданной скоростью 

0)0(),()(  txafw .                                   (8.1) 

Проведем анализ влияния скорости потока на процесс развития волно-

вого движения. Потенциалы φ1 и φ2 возмущенных скоростей в верхнем 

и нижнем слоях определим из уравнений (7.30) с граничными 

01111  LL  при z = H1,  0)( 122 L   при z = 0, 

)()(2 txaf
z





  при z = –H2;  

zz 






 21  при z = 0                     (8.2) 

и начальными (7.4) условиями. Здесь 
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D, ρ, h –цилиндрическая жесткость, плотность и толщина льда, ось z 

направлена вертикально вверх, начало координат выбрано на невозму-

щенной границе раздела слоев, ζ1 и ζ2 связаны с φ1 и φ2 кинематически-

ми условиями 
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  s = 1, 2.                                  (8.3) 

Применяя для решения задачи преобразование Фурье по переменной х и 

преобразование Лапласа по времени t, найдем 
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,,,th 2
2

1
4

103 iurFbFbbFrHrgDd   

,),th(, 120011311 grHDlrgblrglb   

,1,thth,thth,th 2122112202  rHrHrglrHrHlrHlrgDb  

.1,th1,thh1 4
10110213 t rDDrHrgrHrHl   

Выражение ζs представляет собою точное решение поставленной задачи 

для произвольной функции ψ(t), порядок роста которой меньше экспо-

ненциального, и функции f(x), представимой интегралом Фурье. Вычис-

ляя интегралы Меллина Ks для )()( 0ttt  , t0 > 0, где δ(t) – дельта 

функция, найдем [21] 
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Отсюда методом стационарных фаз найдем асимптотические выраже-

ния ζs, справедливые на достаточно большом удалении от эпицентра 

возмущений вверх (х < 0) и вниз (x > 0) по потоку. 

Рассмотрим случай битого льда (Е = 0) и вычислим ζs для x > 0 

(вниз по потоку) в случае четной функции f (x). Фазовая функция М1(r) 

имеет при этом одну стационарную точку r = r1 > 0 если 0
1uu  , 

uuu  10
1 ν)(  или 0

1uu  , u1ν  и стационарную точку r = –r1 при 

0u , 0
1

1ν uuu   . Одну стационарную точку r = r3, корень уравне-

ния 1
2 ν u , имеет и М3 для 0

2uu  , uuu  10
2 ν)(  или 0

2uu  , 

u1ν . Если же 0u , 0
2

1ν uuu   , то стационарной точкой М3 будет 

r = –r3. Стационарные точки функции М2(r), корни уравнения 

ur  1
1 ν)( , при соответствующих условиях отличаются от стацио-

нарных точек функции М1(r) только знаками. Это же имеет место и для 
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функций М3(r), М4(r). Здесь 
21

0
2,1 2

1








 gHu , 

21

2
21 /

4

1








 HHH . 

При других значениях ν стационарных точек нет. Учитывая, что при от-

сутствии стационарных точек интегралы Jsk для больших x имеют поря-

док не ниже 2x , в чем легко убедиться интегрированием по частям, а 

при наличии стационарных точек – порядок 21x , найдем при любых 

скоростях потока для s  в области x > ut выражение 
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В области x < ut вид ζ s определяется скоростью потока. При условии 
0
2uu   

31 sss  ,  x < ut,                                         (8.5) 

а при условии 0
1

0
2 uuu   
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Если же 0
1uu  , то 
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Здесь 
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штрих означает производную по r. 

Видно, что в случае битого ледяного покрова вид поверхности лед-

вода и поверхности раздела слоев вниз по потоку формируется гравита-

ционными волнами η sk, затухающими с ростом x как x/1 . Две из них 

η s1, η s2 - обычные поверхностные и две η s3, η s4 – внутренние, обуслов-
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ленные неоднородностью жидкости. Причем η s1 и η s3 появляются в об-

ласти x > 0 только в условиях потока. Передний фронт волновых воз-

мущений перемещается со скоростью 0
1uu  . Первыми в заданный рай-

он приходят поверхностные волны η s2, задний фронт которых переме-

щается со скоростью потока. Затем на η s2 накладываются внутренние 

волны η s4, передний и задний фронты которых имеют скорости 0
2uu   и 

u соответственно. Сразу же после прохождения η s2 и η s4 в указанный 

район приходят волны η s1 и η s3. Их передние фронты движутся со ско-

ростью потока. Если при этом 0
2uu  , то η s1 и η s3 занимают область 

x < ut. В случае 0
1

0
2 uuu   задний фронт волн η s3 уходит со скоростью 

0
2uu  , а область tuux )( 0

2  покрыта только волнами η s1. Если же 
0
1uu  , то затухающее с расстоянием волновое возмущение поверхности 

лед-вода и поверхности раздела имеет четко выраженный задний фронт, 

движущийся со скоростью 0
1uu   и совпадающий с задним фронтом 

волн η s1, обусловленных потоком. 

Получим теперь выражения k , k =1, 2 для x < 0 (вверх по потоку). 

В этом случае уравнение 0)(1  rM  имеет действительный корень 

r = r1 > 0 только при условии 0
1uu  , uu  0

1
1ν . Имеет один корень 

r = r3 > 0 и уравнение 0)(3  rM , если 0
2uu  , uu  0

2
1ν . Отметим, что 

при заданной скорости потока u > 0 и фиксированном ν значения r1, r3 

для x > 0 отличаются от соответствующих значений для x < 0. Равны 

они только в случае u = 0. 

Что касается фазовых функций М2 и М4, то при x < 0 их стационар-

ные точки отличаются от стационарных точек функций М1 и М3 при со-

ответствующих условиях только знаками. Поэтому 

)( 2 xOs   при 0
1uu  ,                                    (8.9) 
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Следовательно, вверх по потоку в зависимости от его скорости затуха-

ющие как x/1  волны либо вообще не появляются, либо есть только 

поверхностные η s1 или поверхностные η s1 и внутренние η s3. Передние 
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фронты волн η s1 и η s3 движутся вверх по потоку со скоростями uu 0
1  и 

uu 0
2  соответственно. 

Отметим, что формулы (8.4)–(8–11) при h = 0 описывают процесс 

развития волн от импульсных вертикальных смещений участка дна бас-

сейна в двухслойном потоке со свободной поверхностью. 

Рассмотрим случай сплошного упругого льда (Е ≠ 0). Для x > 0 

(вниз по потоку) функция M 1(r) при 0
1uu  , )(ν 0

1
1 uu   имеет одну 

*
1rr  , а при 0

1uu  , )(ν)( 1
10

1 uuuu    и при 0
11 uuu  , 

)(ν 1
1 uu   – две стационарные точки *

1rr  , r = r 1. Две стационарные 

точки r = – r 1, 
*

1rr   эта функция имеет и при 0u , 

)(ν)( 0
1

1
1 uuuu   , а если 0u , )(ν 0

1
1 uu  , то только одну 

*
1rr  . Здесь )( 0

111 ru  , 1
0
1 uu  , 01

*
1  rr , 0

1r - положительный корень 

уравнения 0)(1   r . Зависимость u 1 от толщины сплошного льда такая 

же, как и при отсутствии потока. Она представлена сплошной линией на 

рис. 7.2. Фазовая функция М 2(r) для 0u , )(ν 0
1

1 uu   имеет только 

одну *
1rr  , а при 0u , )(ν)( 0

1
1

1 uuuu    две r = r 1, 
*

1rr   стацио-

нарные точки. У этой функции есть две стационарные точки r = – r 1, 
*

1rr   и при 0
1uu  , )(ν)( 1

10
1 uuuu    или 0

11 uuu  , 

)(ν 1
1 uu  , а для 0

1uu  , )(ν 0
1

1 uu   – только одна *
1rr  . При дру-

гих значения и и ν  уравнения 02,1 M  вещественных корней не имеют. 

Отметим, что *
1r  обусловлена исключительно упругими силами ледяно-

го покрова. Что касается функций )(4,3 rM , то распределение их стацио-

нарных точек по и и ν такое же, как и в случае битого льда. 

Проведенный анализ показывает, что число стационарных точек и 

их расположение, а следовательно, и характер волновых возмущений 

определяются главным образом скоростью потока и соотношением ве-

личин и 1и и 2. Влияние толщин слоев, стратификации жидкости, толщи-

ны и модуля упругости льда на эти величины изучено в разделе 7.1. 

Пусть выполняется соотношение 0
21 uu  . Тогда для s  в области 

x > ut вниз по потоку найдем выражение 
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справедливое при любых значениях и. В области x < ut вид s  зависит 

от скорости потока. Для 0
2uu   

,3ss   x < ut,                                          (8.13) 

а для 1
0
2 uuu   
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В случае 0
11 uuu   
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Если же 0
1uu  , то для tuux )( 1  вид ζ s такой же, как и в (8.12), (8.15), 

а в области tuux )( 1  
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В формулах (8.12) – (8.16) выражения sk  определяются по (8.8) при 

Е ≠ 0 и представляют собою гравитационные волны, деформированные 

за счет упругих и массовых сил льда. Волны *
2s  чисто упругие, а *

1s  

образуются также за счет упругих сил льда, но появляются в области 

x > 0 только в условиях потока. Они имеют вид 

**
11

21*
1

1* cos)()]([)1( ks
s

sk rFrM
x

a
  , 

.2,1,
4

)1()( *
1

* 


 krMx k
kk  

Из (8.12) – (8.16) видно, что при 0
1uu   или 0

11 uuu   поверхность лед-

вода и граница раздела слоев вниз по потоку от эпицентра формируются 

волнами )41(  ksk , )2,1(*  ksk , затухающими с ростом x  как 

x/1 . Причем 3s , 1s , *
1s  находятся в области x > 0 только при u > 0. 

Волны sk  при k = 1, 2 поверхностные, а при k = 3, 4 – внутренние. Если 

выполняются соотношения 1
0
2 uuu   или 0

2uu  , то волновое возмуще-

ние формируют четыре волны (те же, что и выше, кроме 1s  и *
1s ). 

Волны на 1  отличаются от соответствующих волн на 2  только ампли-

тудами. 
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Для любых скоростей потока область tuux )( 0
1  покрыта упруги-

ми волнами *
2s , не имеющими выраженного переднего фронта. Ско-

рость перемещения границы указанной области совпадает со скоростью 

переднего фронта поверхностных гравитационных волн 2s . Как *
2s , 

так и 2s  проходят заданную границу х = х1 в одно и то же время, ибо их 

задние фронты имеют одинаковую скорость перемещения и + и1. После 

2s  и *
2s  через х = х1 в течение времени от  111 / uuxt   до uxt /12   

проходят волны, затухающие как 2x . За ними появляются внутренние 

4s , а затем – 3s . Передний фронт 4s  движется со скоростью 0
2uu  , а 

задний – со скоростью потока. Передний фронт 3s  также перемещается 

со скоростью потока. Если при этом 0
2uu  , то 3s  будут последними, 

пересекающими заданную границу. Они не имеют выраженного заднего 

фронта и покрывают область x < ut. В случае 1
0
2 uuu   у волн 3s  есть 

задний фронт (его скорость 0
2uu  ), после прохождения которого будут 

только волны, затухающие как х –2. Когда 0
11 uuu  , замыкать волновой 

процесс будут волны 1s  и *
1s , приходящие вместе через время 

])()[( 1
1

10
21

  uuuux  после ухода 3s  и покрывающие область 

tuux )( 1 . Если же 0
1uu  , то 1s  имеют задний фронт (его скорость 

0
1uu  ), а область tuux )( 0

1  занимают только упругие поверхностные 

волны *
1s , обусловленные потоком. 

Пусть теперь 0
21 uu  . В этом случае при любых значениях и для s  

в области x > ut вниз по потоку найдем  
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В области же x < ut вниз по потоку s  зависит от и и имеет вид 

3ss  , x < ut    при u < u1,                                   (8.18) 
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Эти формулы показывают, что под действием импульсных смещений 

участка дна бассейна волновое возмущение поверхности лед-вода и по-

верхности раздела слоев при условиях 0
1uu  , 0

1
0
2 uuu  , 0

21 uuu   

формируется шестью волнами, а для 1uu   – четырьмя ( 1s  и *
1s  отсут-

ствуют). Для любых скоростей потока, как и при выполнении соотно-

шения 0
2uu  , область tuux )( 0

1  покрыта только упругими волнами 
*

2s . В области tuuxtuu )()( 0
1

0
2   на них накладываются волны 2s . 

При tuuxtuu )()( 0
21   волновая картина формируется из трех волн 

2s , *
2s , 4s . Причем передние фронты волн 2s , *

2s , движутся быст-

рее, чем передний фронт 4s . Поэтому 4s  отстает от них, и в области 

tuuxut )( 1  имеют место только внутренние волны 4s . Сразу же 

после прохождения через фиксированную границу заднего фронта 4s  

появляются 3s . Они и занимают область utx   если 1uu  . При 
0
21 uuu   за 3s  заданной границы достигают 1s , *

1s , которые наблю-

даются в области tuux )( 1 . Для 0
1

0
2 uuu   эти три системы волн за-

нимают не всю область tuux )( 1 , а только ее часть 

tuuxtuu )()( 1
0
2  . Область же tuux )( 0

2  покрыта волнами 1s  и 
*
1s . В случае 0

1uu   они в свою очередь занимают только часть этой об-

ласти tuuxtuu )()( 0
2

0
1  . Замыкает же волновой процесс при 0

1uu   

упругая волна *
1s , покрывающая область tuux )( 0

1 . 

Вычислим теперь s  для 0x  (вверх по потоку). 

Функция )(1 rM  при uu 0
1 , )( 0

1
1 uu   имеет одну стационарную 

точку *
1rr  . Если 1uu  , )(ν)( 0

1
1

1 uuuu    или 0
11 uuu  , 

)(ν 0
1

1 uu  , то у нее есть две стационарные точки *
1rr  , 1rr  . При 

аналогичных условиях стационарные точки функции )(2 rM  отличаются 
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от стационарных точек )(1 rM  только знаками. Значение *
1r  для 0x  

отличается от *
1r  для 0x . Равны они только при 0u . Распределение 

действительных корней уравнений 0)(3  rM и )(4 rM   по и и ν  такое же, 

что и в случае битого льда при 0x . На основании этого найдем для s  

вверх по потоку выражение (8.9), если 0
1uu  . При других значениях и 

вид s  вверх по потоку зависит от соотношения величин 1u  и 0
2u . Для 

0
21 uu   
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При 1uu   в области tuux )( 0
2   вверх по потоку s  определяется как 

и в формуле (8.23), а в области tuux )( 0
2   
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Если же 0
21 uu  , то для 0

11 uuu  справедливо выражение (8.22), а при 

1
0
2 uuu   
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В случае 1
0
2 uuu   поверхность лед-вода и граница раздела слоев в об-

ласти tuux )( 1   вверх по потоку такие же, как и в формуле (8.25), а 

при tuux )( 1   












 .)()(),(

,)(,

0
21
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0
23

tuuxtuuxO

tuuxs
s                      (8.26) 

Анализируя выражения (8.22) – (8.26), видим, что в море, покрытом 

сплошным льдом, в случае 0
21 uu  , 0

1
0
2 uuu   внутренние волны, зату-

хающие как 
21

x , отсутствуют вверх по потоку. Нет их вверх по пото-

ку и для 0
21 uu  , 0

1
0
2 uuu  . Аналогичное явление при условии 
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0
1

0
2 uuu   имеет место и в море со свободной поверхностью или по-

крытом битым льдом, что видно из (8.10). Если же 1uu  , то вверх по 

потоку есть только волны, затухающие с расстоянием от эпицентра воз-

мущений как 2x . 

Пусть волны генерируются давлениями 

,0),()( 000  tttxfpp                              (8.27) 

действующими в течение малого промежутка времени над участком по-

верхности ледяного покрова. Здесь )(t  – дельта-функция. Потенциалы 

φ1 и φ2 скоростей генерируемого волнового движения определим анало-

гично предыдущему из уравнений (7.30) и условий (7.4) при 0t , (8.2) 

при z = 0, а также 

02 




z
 при z = –H2,  p 1111 LL    при z = H1.     (8.28) 

В результате найдем в случае битого льда формулы (8.4)–(8.8) для s  

вниз по потоку и формулы (8.8) – (8.11) вверх по потоку. Если лед 

сплошной, то вниз по потоку s  определяется выражениями (8.12) –

(8.21), а вверх по потоку – выражениями (8.22) – (8.26). В этих форму-

лах 
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 k
kk rMx  

а все остальные обозначения прежние. 

Предположим, что в начальный момент времени t = 0 поток двух-

слойной жидкости не возмущен (φ1 = φ2 = 0), а поверхность лед-вода и 

граница раздела слоев имеют вид 

)(),( 222111 xfcxfc  .                             (8.29) 

Решая уравнения (7.30) с указанными начальными и граничными усло-

виями (8.2), где 0/2  z  при z = –H2, получим методом интегральных 

преобразований для s  формулы (8.4) – (8.8), (8.9) – (8-11), (8.12) –

(8.16), (8.17) – (8.21), (8.22) – (8.26) при выполнении соответствующих 

условий. В этих формулах 
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)(1
* rf  и )(2

* rf  – преобразование Фурье функций )(1 xf  и )(2 xf  соот-

ветственно, а все другие обозначения те же, что и в случае импульсных 

смещений участка дна бассейна. 

Таким образом, характер волнового движения, вызываемого в по-

токе двухслойной жидкости, покрытой льдом, импульсными смещения-

ми (8.1) участка дна бассейна, импульсными давлениями (8.27) и 

начальными отклонениями (8.29) поверхности лед-вода и границы раз-

дела слоев от невозмущенного состояния, не зависит от вида возмуще-

ний. Он определяется только соотношением между скоростью потока и 

величинами и1, и 0
2u . 

Каждый из рассмотренных генераторов возбуждает одинаковое 

число затухающих как x/1  волн, скорости передних и задних фронтов 

которых для этих видов возмущений одни и те же. Отличаются волны 

только амплитудами. Наличие потока приводит к смещению волнового 

возмущения по сравнению со случаем отсутствия потока. Вниз по пото-

ку от эпицентра при любых значениях и наблюдаются поверхностные, 

внутренние и упругие волны, в то время как вверх по потоку в зависи-

мости от и может либо вообще не быть волн, затухающих с расстоянием 

как x/1 , либо есть только поверхностные гравитационные и упругие 

волны. 

 

8.2. Неустановившиеся волны от периодических поверхностных 

давлений в море с битым льдом 

 

Пусть двухслойная идеальная несжимаемая жидкость, текущая в 

положительном направлении оси х, покрыта битым льдом (Е = 0). Верх-

ний слой жидкости имеет толщину Н1 и плотность ρ1, а нижний – тол-

щину Н2 и плотность ρ2. Лед плывет вместе с потоком со скоростью и. 

Начиная с момента времени t = 0 к поверхности ледяного покрова при-

кладываются периодические давления 

)exp()(0 tixfpp  .                                       (8.30) 

Проведем анализ процесса развития волнового движения, предполагая, 

что в начальный момент времени потока не возмущен, а поверхность 

лед-вода ζ 1 и граница раздела слоев ζ 2 горизонтальны [22]. Задача за-

ключается в решении уравнений (7.30) с условиями (8.2) при z = 0, (7.4) 

при t = 0, (8.28) при z = H1 и z = –H2. При этом в (8.28) следует положить 

Е = 0 (лед битый), что приводит к g13  LL . Определяя φ1,2 из 

(7.30) и удовлетворяя указанным начальным и граничным условиям, 

получим методом интегральных преобразований с учетом кинематиче-

ских условия (8.3) 
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k

k
j  

В интеграле J15 за путь интегрирования взят контур L5, идущий вдоль 

действительной оси, обходя вещественные корни уравнения 0k  по 

малым полуокружностям, на которых 0)Re( ki . Контур Lk (k = 1 – 4) 

обходит точки, где ∆k = 0. Такой обход полюсов подынтегральных 

функций обеспечивает стремление к нулю интегралов Jsk (k = 1 – 4) при 

t → ∞ для заданного х. 

Рассмотрим случай 21
1
 . Тогда уравнения 04,2   имеют при 

любых скоростях потока только по одному вещественному корню 
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2r  и 1010 r . Число же корней уравнений 03,1   зависит от и, 

что иллюстрируется табл.8.1, где 
1

24
1

11 )(,)(,4,1),(   rrku kkk ,              (8.33) 

98710168752 ,,0  , 

4119102 , uu  , 

04,1   корни уравнений 0)(4,1  r , штрих означает производную по r. 

Вычислим интегралы (8.32) в каждом конкретном случае, имея в виду, 

что точки kr  , k = 1, 2, 9, 10 и 7,5r  обходятся по малым полу-

окружностям в нижней, а точки 8,6r  в верхней полуплоскостях. 

Пусть u < u4, x > 0. Вычисляя интегралы Js5 методом контурного ин-

тегрирования, найдем при больших значениях х вниз по потоку 

 

k

sks kJ 10,9,8,7,5,2,1,5 ,                          (8.34) 
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Таблица 8.1. 

u ∆1 ∆2 ∆3 ∆4 σ 

u < u4 

u4 < u < u1 

u > u1 

-α1, α5, α6 

-α1, α5, α6 

-α1 

-α2 

-α2 

-α2 

-α9, α1, α8 

-α9 

-α9 

-α10 

-α10 

-α10 1

1


  

u < u1 

u > u1 

-α1, α5, α6 

-α1 

-α2 

-α2 

-α9 

-α9 

-α10 

-α10 
1

1


  

 

Теперь найдем асимптотическое выражение интеграла Js1. Условие 

0)Re( 1 iM  для 15 V  выполняется на L1, а при 1
1

5 VV    на конту-

ре *
1L , совпадающем с L1 всюду, кроме окрестности точки 5r , кото-

рую *
1L  обходит по малой полуокружности в верхней полуплоскости. 
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Для 11 V  указанное условие имеет место на контуре 1L , идущем 

вдоль L1, но обходящем точки r = α1 и r = α5 сверху. Заменяя при 

1
1

5 VV    и 11 V  интегрирование по контуру L1 интегрированием 

по *
1L  и 1L  с добавлением соответствующих вычетов и применяя метод 

стационарных фаз, получим 
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Определяя аналогичным образом асимптотические выражения Jsk, 

k = 2, 3, 4 и подставляя Jsk в (8.34), найдем 
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если V7 < V5, V2 < V10. Если же V7 > V5 и V5 < V10 < V2, то в областях 

x > V9t и x < V5t вид s  определяется формулой (8.35), а при V5t < x < V9t 
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В случае V7 < V5 и V5 > V10 для s  в областях x < V7t и tVx 9  справедли-

ва формула (8.35), при tVxtV 92   – формула (8.36), а при tVxV 27   

верно выражение 
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При V5 < V7 < V2, V10 > V2 вид s  для x > V2t найдем из (8.35), а для 

x < V2t 
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При выполнении условий V5 < V7 < V2, V10 < V2 выражение s  в областях 

x > V9t, x < V7t определим соответственно из (8.35), (8.38), в областях 

tVxtV 92   и tVxtV 210   – из (8.36), а для tVxtV 107   

10291 sssss  . 

Если 27 VV  , то выражение s  для x > V10t также найдем из (8.35), при 

x < V5t – из (8.38), а при tVxtV 105   
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Пусть 14 uuu  , 0x . В этом случае по поверхности лед-вода и 

границе раздела слоев движется по пять систем незатухающих с рассто-

янием волн ,sk k = 1, 2, 5, 9, 10. Каждая из них занимает область 

tVx k . 

Пусть 1uu  , 0x . В этом случае образуются четыре системы не-

затухающих волн ,sk k = 1, 2, 9, 10, находящиеся в областях tVx k  со-

ответственно. 

Таким образом, при 1/1   и 0x  периодические давления 

(8.30) в зависимости от скорости потока могут генерировать в двух-

слойном море, покрытом битым льдом, пять или шесть систем незату-

хающих с расстоянием волн sk . Волны sk  при k = 1, 2, 9, 10 бегут 

вниз, а при k = 5, 7 – вверх по потоку. Из них 1s , 2s , 5s  – поверх-

ностные, а 7s , 9s , 10s  - внутренние. Причем sk  для k = 2, 5, 7, 10 

обусловлены исключительно наличием потока. Фазовые скорости и 

длины волн равны соответственно 

,
2

,
k

k
k

k 







                                    (8.39) 

 

а их передние фронты перемещаются вниз по потоку со скоростями Vk. 

Увеличение скорости потока для фиксированных h и σ ведет к росту λk 

и υk. При этом λ5, υ5 и λ7, υ7 не могут быть больше 1/2  , и1 и 4/2  , и4 

соответственно. Кроме того, 
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Здесь 0
9

0
9

0
9

0
9

0
1

0
1

0
1

0
1 /,/2,/,/2   – длины и фазо-

вые скорости волн 1s , 9s  при отсутствии потока, 0
1  и 0

9  – положи-

тельные корни уравнений 1  и 2 . В дальнейшем верхний ин-

декс нуль также будет обозначать отсутствие потока. 

Скорости передних фронтов V1, V9 волн 1s , 9s  растут с увеличе-

нием и. Причем , lim 0
9,19,1

0
VV

u



 .lim 9,1 


V

u
 

Вверх по потоку от области приложения возмущений )0( x  
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если 4uu   и 
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если 14 uuu  . Здесь sk  и Vk, k = 6,8 определяются формулами (8.34). 

При 1uu   вверх по потоку 

 xOs /1 .                                         (8.43) 
 

Из (8.41) – (8.43) следует, что в области 0x  незатухающие волны ли-

бо вообще не генерируются, либо возникает поверхностная 6s  или по-

верхностная 6s  и внутренняя 8s  системы волн. Они бегут вверх по 

потоку с фазовыми скоростями 8,6  (см. (8.39). Передние фронты волн 

имеют скорость V6 и V8. Для фиксированных h и σ величины k , k , Vk, 

k = 6, 8 убывают, если и растет в интервалах 10 uu   для 6s  и 

40 uu   для 8s . При этом 6  и 8  изменяются в пределах 
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                           (8.44) 

 

а 6 , V6 и 8 , V8 – в пределах 
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(8.45) 

Отметим, что 0
6

0
1  , 0

8
0
9  . 

Пусть теперь 1/1  . При таких частотах уравнения ∆k = 0 

(k = 2, 3, 4) имеют для любых скоростей потока только по одному веще-
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ственному корню. Уравнение же ∆1 = 0 при u > u1 имеет один, а при 

u < u1 – три корня (табл.8.1). Проведя вычисление интегралов Jsk полу-

чим в этом случае для s  вниз по потоку при u > u1 те же формулы, что 

и в случае 1/1  . Вверх по потоку при u > u1 незатухающие волны 

не генерируются. В случае u < u1 вид s  вниз и вверх по потоку опреде-

ляется формулами, полученными при 1/1  , 14 uuu   для x > 0 и 

x < 0. 

Если волны короткие, то 
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где 12
10 )]1(4[2  gh . Значение же 4u  для 0hh   и 1u  для 0hh   

найдем по формуле 
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где β0 – действительный корень уравнения 
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При отсутствии льда для коротких волн ),4/(1  gu  1
4 )]1(4[  gu . 

Для количественной оценки влияния ледяного покрова и скорости 

потока на элементы волн проводились численные расчеты при 
 

2
1

2 10,10   H м, 3
2 10H м, 20h м.                (8.47) 

 

Скорость потока изменялась при этом в пределах 10 uu  . 

Анализ результатов численных расчетов показал, что на любой 

фиксированной частоте лед толщиной 0hh   фактически не влияет на 

4u , обусловленное неоднородностью жидкости. Влияние же льда на 1u  

при 0hh   заметно только на частотах 12c105  , что иллюстрирует-

ся табл. 8.2. При 0hh  , наоборот, 1u  не зависит от толщины льда, а 4u  с 

ростом h  уменьшается, хотя и незначительно. Для значений (8.47) ча-

стоте 1c5.0   отвечает 27.110 h м. 

Ледяной покров при любых σ не оказывает заметного влияния на 

волны 8s , 9s . Влияние льда на длины, фазовые скорости и скорости 
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передних фронтов поверхностных волн начинает проявляться лишь на 

частотах 2105  . Оно сказывается в увеличении 2V , 5,2 , 5,2  и 

уменьшении 6,1 , 6,1 , 6,1V . Скорость же 5V  в зависимости от величины 

и может как возрастать, так и убывать с увеличением толщины льда. 
 

Таблица 8.2. 

h,м 

и,м/c 
0 1 2 5 10 15 10∙σс-1 

и1 

10 и4 

44.78 

2.465 

44.73 

2.465 

44.69 

2.465 

44.53 

2.465 

44.28 

2.465 

44.03 

2.465 
0.5 

и1 

10 и4 

24.52 

1.232 

24.43 

1.232 

24.35 

1.232 

24.09 

1.232 

23.68 

1.232 

23.28 

1.232 
1 

и1 

10 и4 

4.905 

0.246 

4.503 

0.246 

4.153 

0.246 

3.297 

0.246 

2.264 

0.246 

0.246 

0.240 
5 

 

Влияние льда на волны 7s , 10s  сказывается только в случае, если 

их длины больше 1
1

 g . Для фиксированных h и σ это возможно при 

скоростях потока 40 uu  . Здесь 

1
1

1
4

)1(2

)1(2





 g

g

gg
u


, 

верхний знак относится к 7s , а нижний – к 10s . Для волн 10s  при 

h = 10 м, )c( 1 , равных 0.1 и 0.2, величина 4u  равна соответственно 

0.35 и4 и 0.85 и4. Другими словами, на волны 7s , 10s  влияет только лед 

толщиной 0hh  . Он увеличивает значения 10,7V , 10,7 . Рис. 8.1 – 8.3 ил-

люстрируют количественную зависимость фазовых скоростей и скоро-

стей передних фронтов (м/с) от скорости потока и толщины льда при 

значениях (8.47) и 1c3.0  . Сплошные линии соответствуют 0h , а 

штриховые – 10h  м. На этих рисунках 
 

,4,1),10(),0( *  jhuuhuu jjjj  

.11.6,17.8,101.4 *
1

*
1

2*
44   uuuu  

 

Видно, что фазовые скорости волн sk  при k = 1, 6, 8, 9 больше, чем 

скорости их передних фронтов. Передние же фронты волн sk  при 

k = 2, 10 движутся со скоростями большими фазовых. Что касается волн 

5s , 7s , то их фазовые скорости могут быть как больше, так и меньше 

скоростей передних фронтов. Это определяется величиной скорости по-

тока. Причем, если все k  и Vk (k = 1, 2, 6, 8, 10) монотонно изменяются 

с изменением и, то V5,7 имеют по максимуму. В море, покрытом битым 
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льдом, они достигаются при меньших значениях и, чем в море со сво-

бодной поверхностью. При 1uu   скорости 5 , V5 стремятся соответ-

ственно к 6 , V6 а при 4uu   скорости 7 , V7 к 8 , V8. Возникающие на 

поверхности лед-вода и границе раздела слоев поверхностные волны 

находятся в одинаковой фазе, а внутренние – в противоположной. 
 

 
 

Рис. 8.1                                                         Рис. 8.2 

 

 
Рис. 8.3 
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8.3. Волны от периодических возмущений в море с упругим 

сплошным ледяным покровом 

 

Пусть теперь двухслойная идеальная несжимаемая жидкость ко-

нечной глубины Н покрыта сплошным упругим льдом. Жидкость течет 

в положительном направлении оси х с постоянной скоростью и. Ледя-

ной покров плывет вместе с потоком. В начальный момент времени по-

ток не возмущен, а ледяной покров и граница раздела слоев горизон-

тальны. Начиная с момента времени 0t  к поверхности ледяного по-

крова прикладываются периодические давления (8.30). Рассмотрим вли-

яние упругих сил льда, моделируемого тонкой упругой пластинкой, на 

генерируемое волновое движение. Для этого решим уравнения (7.30) с 

условиями (8.3) при z = 0, (8.28) при z = –H2 и z = H1, (7.4) при t = 0, имея 

в виду кинематические условия (8.3) на поверхности лед-вода ζ1 и на 

границе раздела слоев ζ2. Здесь Н1 – толщина верхнего, а Н2 – нижнего 

слоев. Решая задачу методом интегральных преобразований Фурье по х 

и Лапласа по t , найдем [62] для ζ1,2 формулы (8.31), а после вычисления 

интегралов Меллина формулы (8.32) с той лишь разницей, что 
4

10 1 rDD  . Как и в предыдущем параграфе, контур интегрирования 

L5 интеграла Js5 идет вдоль действительной оси, обходя вещественные 

корни уравнений ∆k = 0 по малым полуокружностям, на которых 

0)Re( ki . Каждый из контуров Lk (k = 1 – 4) обходит только точки, 

где ∆k = 0. Число корней уравнения ∆ = 0 (полюсов подынтегральных 

функций) определяется частотой колебаний, скоростью потока, упруги-

ми силами льда и неоднородностью жидкости. При любых σ и и уравне-

ние ∆4 = 0 имеет как и в случае битого льда (предыдущий параграф) 

только один отрицательный корень r10 = –α10. Уравнение ∆3 = 0 для лю-

бых σ и u < u4 имеет три действительных корня r7 = α7, r8 = α8, r9 = –α9, а 

при u < u4 только один r9 = –α9. Не зависит от частоты и число веще-

ственных корней уравнения ∆2 = 0. При u < u3 у этого уравнения веще-

ственных корней нет, а для u > u3 есть два отрицательных –r3 = –α3, 

r2 = –α2. Число же корней уравнения ∆1 = 0 зависит от скорости потока и 

от частоты колебаний. Если σ > σ0 то это уравнение при любых и имеет 

только один положительный и один отрицательный корни. Обозначим 

их при σ0 < σ < σ* через r1 = –α1, r6 = α6 и r1 = –α1, r4 = α4, если *
0uu   и 

*
0uu   соответственно, а при σ > σ* – через r4 = α4, r1 = –α1. При σ < σ0 

корнями уравнения ∆1 = 0 будут α4, –α1 для u > u1, α6, α5, α4, –α1 для 

u2 < u < u1 и α6, –α1 для u < u2. Здесь 

,4,3),(,2,1),(1  kuku kkkkk  

,,)(,)( 00
*
00

1
24

1
13,1 rurr    
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,)(),(),( 1
0
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 rurur  

,,0 52198710234   

,168754   

r0, β3,4 – положительные корни уравнений ,0)(1  r  0)(4,3  r  соответ-

ственно, β2 > β1 > 0 – корни уравнения 0)(1  r , штрих означает произ-

водную по r. Корни r3, r4 обусловлены исключительно упругостью ле-

дяного покрова, а rk (k = 7 – 10) – плотностной неоднородностью жидко-

сти. Отметим, что аналогичное распределение корней уравнений ∆k = 0 

(k = 1 – 4) по частоте и скорости потока имеет место при исследовании 

гравитационно-капиллярных волн, генерируемых периодическими воз-

мущениями (8.30) в потоке двухслойной жидкости [63]. 

Таким образом число корней уравнения ∆ = 0 определяется соот-

ношением скорости потока и с величинами uk, k = 1 – 4 и частоты коле-

баний σ с величинами σ0, 
*
0 . Зависимость σ0, 

*
0  от толщины сплошно-

го льда, а u0, 
*
0u , uk (k = 1 – 3) от h и σ при малых ε примерно такая же, 

как и в случае потока однородной жидкости (раздел 3.2). При значениях 

(1.15) наглядная иллюстрация функций )(0 h  для Н = 1100 м дана на 

рис. 3.6, а )(huk , )(ku , k = 1–3 для Н = 103м – на рис. 3.7. Влияние ха-

рактеристик сплошного льда, для которого выполняется приближение 

тонких пластин, на и4 фактически не сказывается. Величина и4 опреде-

ляется главным образом перепадом плотности жидкости. Кроме того, 

,,, 412321 uuuuuu   
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и в зависимости от значений h, σ, ε выполняется одно из условий 

,, 13421432 uuuuuuuu   

.,, 132431243142 uuuuuuuuuuuu   

Здесь β5 – положительный корень уравнения 011 r , а неравенства 

34 uu   и 24 uu   могут иметь место только при малых толщинах льда. В 

частности, для значений Н1 = 102 м, Н2 = 103 м, Е = 3∙109Н/м2, 

ρ = 870 кг/м3, μ = 0.34, ε = 10–2 и любых σ они не выполняются уже при 

h ≥ 2∙10–2м. Для h < 2∙10–2 выполнение указанных неравенств зависит и 

от частоты колебаний. Например, при h = 10–2 м они удовлетворяются 

только для 14 c104  . 

Проведем вычисление интегралов (8.32) методом контурного инте-

грирования с учетом расположения стационарных точек (корней урав-
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нений )0)(  rMk  относительно полюсов подынтегральных функции, 

имея в виду, что условия 0)Re( ki  выполняются на контуре, идущем 

вдоль действительной оси, но обходящем точки kr   10,9,2,1( k  и 

kr  , )7,5k  по малым полуокружностям в нижней полуплоскости, а 

точки 3r  и kr   )8,6,4( k  – в верхней. В результате получим, 

что незатухающие с расстоянием колебания ледяного покрова и по-

верхности раздела слоев формируются из нескольких волн вида 
















,107,sin)()()1(

,61,sin)()()1(

1
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1
1

kVrBrA
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kkksk
sk

kkksk
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sk  

где 

txtxuV  4334,314,3 ),(,)( , 

а все остальные обозначения те же, что и в (8.34). Фазовые скорости и 

длины возникающих волн равны соответственно kk  / , 

kk  /2 . Число волн при заданном σ определяется соотношением 

скорости потока с величинами ku , 41k . Для *
0 , это иллюстри-

руется табл. 8.3, а при 0  - табл.8.4, где приведены значения индекса 

k возникающих волн ηsk, k = 1–10 как вверх (x < 0), так и вниз (x > 0) по 

потоку. При *
00   волновое движение вниз по потоку формирует-

ся из тех же волн, что и для *
0  (см. табл. 8.3 при x > 0). Таблица 8.3 

характеризует волновое движение при *
00   и вверх по потоку, 

если *
0uu  , а для *

0uu   в графе x < 0 этой таблицы следует заменить 4 

на 6, так как при данных условиях генерируется волна 6s . 
 

                                                                                    Таблица 8.3. 

и x > 0 x < 0 

u3 > u4 

u < u3 

u4 < u < u3 

u < u4 

1 

1 

1 

2 

9 

7 

9 

10 

9 

10 

 

10 

 4 

4 

4 

3 

 

8 

 

u3 < u4 

u > u4 

u3 < u < u4 

u < u3 

1 

1 

1 

2 

2 

7 

9 

7 

9 

10 

9 

10 

10 

4 

4 

4 

3 

3 

8 

8 

 

Таким образом в сплошном ледяном покрове, а также на поверхно-

сти раздела слоев двухслойной жидкости с разрывом плотности вниз по 

потоку от области приложения возмущений в зависимости от σ и и мо-

жет генерироваться от трех до шести незатухающих с расстоянием 

волн. Из них 1s , 2s , 5s  – гравитационные поверхностные волны, а 

7s , 9s , 10s  – внутренние, обусловленные неоднородностью жидко-
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сти. Вверх по потоку может возникнуть от одной до четырех незатуха-

ющих с расстоянием волн, из которых 3s , 4s  чисто упругие, а 6s  и 

8s  – поверхностные и внутренние гравитационные. 
 

Таблица 8.4. 

u x > 0 x < 0 

u2 < u4 < u3 < u1 

u > u1 

u3 <u < u1 

u4 <u < u3 

u2 <u < u4 

u < u2 

1 

1 

1 

1 

1 

2 

2 

5 

5 

9 

9 

5 

9 

7 

7 

10 

  9 

10 

  9 

10 
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Каждая из sk  (k = 1 – 10) занимает область x < Vkt. Волны sk  при 

k = 1, 2, 3, 9, 10 бегут вниз, а при k = 4 – 8 – вверх по потоку. Передние 

фронты волн sk  (k = 1, 2, 5, 7, 9, 10) перемещаются вниз по потоку, а 

волн sk  (k = 3, 4, 6, 8) – вверх соответственно со скоростями Vk. Отме-

тим, что sk  (k = 2, 3, 4, 5, 7, 10) генерируются только в условиях пото-

ка. Если и = 0, то они отсутствуют. При этом 
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верхний индекс нуль означает отсутствие потока. 

Влияние неоднородности жидкости на элементы поверхностных 

гравитационных и упругих волн мало. Их зависимость от частоты, ско-

рости потока и характеристик льда примерно такая же, как и в случае 

потока однородной жидкости, покрытой льдом (раздел 3.2). На внут-

ренние волны ледяной покров (тонкая упругая пластинка) не оказывает 

заметного влияния. Зависимость элементов внутренних волн от σ и и 

аналогична зависимости в случае потока двухслойной жидкости со сво-

бодной поверхностью. 

Рассмотрим теперь в качестве генератора волн источник интенсив-

ности tM cos
~

, начинающий действовать с момента времени t = 0 на 

заданной глубине текущей с постоянной скоростью и двухслойной жид-

кости, покрытой сплошным упругим льдом, плывущим вместе с пото-

ком. Потенциалы φ1 и φ2 возмущенных скоростей для верхнего 

10 Hz   и нижнего 02  zH  слоев жидкости определим из уравне-

ний (7.30) и условий (8.2), (8.3) при z = 0 и z = H1, (7.4) при t = 0, (8.28) 

при z = –H2, заменяя там φ1 на 1 , если источник в верхнем слое, или 

φ2 на 2  для источника в нижнем слое. Здесь 

  tiezzx
M







212
0

2 )(
4

~
 – потенциал источника. Решая задачу ана-

логично предыдущему методом интегральных преобразований, получим 

для прогиба льда ζ1 и поверхности раздела слоев те же выражения, что и 

в случае периодических возмущений (8.30). Отличие состоит в том, что 
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При этом 4
10 1 rDD  , 1

11 )(  g , h1 – расстояние от источника до 

поверхности раздела слоев жидкости. Полагая здесь цилиндрическую 

жесткость льда D равной нулю, получим выражение вида волн, генери-

руемых периодическим источником, действующим на заданной глубине 

потока двухслойной жидкости, покрытой битым льдом. 

Таким образом, волновое движение формируется под воздействием 

как гравитационных поверхностных и упругих волн, так и волн внут-

ренних. Причем поверхностные и внутренние гравитационные волны 

генерируются в областях x > 0 и x < 0, в то время как упругие возникают 

только вверх по потоку от области действия периодических возмуще-

ний и только при определенных скоростях потока. 

При отсутствии потока такие же колебания сплошного ледяного 

покрова и поверхности раздела слоев жидкости вызываются движущим-

ся по поверхности льда плоским фронтом периодических по времени 

давлений (периодическим источником, действующим под ледяным по-

кровом на заданной глубине). 
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ГЛАВА 9. ТРЕХМЕРНЫЕ ВОЗМУЩЕНИЯ В МОРЕ СО СКАЧКОМ 

ПЛОТНОСТИ ПРИ ДВИЖЕНИИ ПО ЛЕДЯНОМУ ПОКРОВУ ОБЛАСТИ 

ПОСТОЯННЫХ ДАВЛЕНИЙ 

 

9.1. Асимптотический анализ неустановившихся возмущений в 

зоне следа за областью давлений 

 

Рассмотрим волновые возмущения, возникающие при движении 

давлений (4.1) по плавающему ледяному покрову. Верхний слой жидко-

сти имеет толщину Н1 и плотность ρ1, а нижний – толщину Н2 и плот-

ность ρ2. Давления включаются при t = 0. До начала их действия жид-

кость не возмущена, а поверхность лед-вода и граница раздела слоёв 

жидкости горизонтальны. 

Исследуем амплитудные и фазовые характеристики внутренних 

волн на границе раздела слоев и их проявления в изгибе ледяного по-

крова. Потенциалы скоростей φ1 в верхнем и φ2 в нижнем слоях опреде-

лим из уравнений 

0,0;0,0 2211  zHHz               (9.1) 
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,),,( 111
11

1 Hzyxfp
t

g 



  L  

,0,0)(,0)( 12
2

1022

2















z

zz
g

t
        (9.2) 

2
2 ,0 Hz

z





 

и начальными (7.4) условиями. Здесь 
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величины ggQQgDD 111111 /,/,/   характеризуют цилин-

дрическую жидкость, ледовое сжатие и массу льда, а обозначения 4, l 

приведены в (4.3). 

Напомним, что прогиб льда ζ1 и возвышение поверхности раздела 

слоев ζ2 связаны с φ1 и φ2 кинематическими соотношениями 

0,;, 22
1

11 


















z

zt
Hz

zt
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Переходя к системе координат, связанной с движущейся областью 

давлений, и применяя комплексное преобразование Фурье по горизон-

тальным координатам х1, у и преобразование Лапласа по времени t, при 

осесимметричном распределении давлений из (9.1) – (9.3), (7.4) после 

замены х1 = Rcosγ, y = Rsinγ; R = ( 2
1x + у2)1/2, получим [35] 
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2,1,21  jJJ jjj ,                                (9.4) 
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)cos(,sin,cos,)( 2/122  rRrnrmnmr . 

Здесь )(* rf  – трансформанта Фурье функции f(R). 

В (9.4) интеграл Jj1 представляет изгибные колебания льда (j = 1) и 

возмущения границы скачка плотности (j = 2) за счет поверхностных 

волн, деформированные под влиянием неоднородности жидкости. 

Внутренние волны, обусловленные плотностной стратификацией, пред-

ставляет интеграл Jj2. 

Запишем ψk в виде 
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Тогда из (9.4) получим 
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Отсюда методом стационарной фазы для многомерных интегралов 

[151] при больших R и t найдем асимптотические выражения ζj. Стацио-

нарные точки (r, θ, α) для Jjk удовлетворяют условию  (λ – ∆1k·α) = 0. Отсюда 

при r ≥ τk и 0 ≤ γ ≤ π, находим 
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штрих означает производную по r. 

Из (9.6) определяются значения r, соответствующие стационарным 

точкам интегралов Jjk, характеризующие поверхностные (k = 1) и внут-

ренние (k = 2) волны в установившемся и неустановившемся режимах. 
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Принадлежность стационарных точек области интегрирования опреде-

ляется условием 0 ≤ α ≤ t. Скорость uk (r) фронта волновых возмущений 

находится по формулам (9.7). 

Анализ функций k(r) показал, что 1(r) зависит главным образом 

от характеристик льда и ведет себя примерно так же, как и в случае од-

нородной жидкости (cм. раздел 5.2).Графики функций 2(r) в случае 

сплошного упругого (E > 0) и битого (Е = 0) льда (h > 0) похожи на гра-

фики при его отсутствии. 

Из анализа поведения k(r) следует, что при заданных h, Е, ε число 

положительных корней r = αkn уравнений (9.6) определяется величиной 

угла γ и скоростью перемещения области давлений  (числом Фруда F). 

Это иллюстрируют табл. 9.1, 9.2, в которых приведены значения n при 

α1n (табл. 9.1) и α2n (табл. 9.2). 
 

                                                                Таблица 9.1 

F γ n 

F < F0 0 ≤ |γ| ≤ π – 

F0 < F < F1 0 ≤ |γ| ≤ π 3 

F1 < F < F11 

0 ≤ |γ| ≤ γ11 

γ11 < |γ| < γ12 

γ12 < |γ| ≤ π 

1 

1, 2, 3 

3 

F > F11 

0 < |γ| < γ11 

γ11 < |γ| ≤ γ13 

γ13 < |γ| < π 

– 

2, 3 

3 
 

                                                               Таблица 9.2 

F γ n 

F < F21 

γ = 0 

0 < |γ| < γ21 

γ21 < |γ| ≤ π 

1 

1, 2 

– 

F > F21 

γ = 0 

0 < |γ| < γ23 

γ23 < |γ| ≤ π 

– 
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)( 1113131122110 FFFrrrr  , 

)(0),( 212221225214 FFFFrr  . 

Причем r0, r3 – положительные корни уравнения τ1 – r = 0 при 

F0< F < F11, а r1, r2 – уравнения 1 (r) = 0 при F1< F < F11. Если F > F11, 

то эти уравнения имеют только по одному положительному корню r3 и 

r1 соответственно. Величины r11 и r12 являются положительными корня-

ми уравнений τ1 – r 1  =0 и 0)(11  r , а r4 и r5 – уравнений τ2 – r = 0 и 

0)(2  r  при F < F21. Отметим, что r1 = r2 = r12 при F = F1, а для Fk1 

справедливы приближенные выражения 
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Каждый корень r = αkn уравнений (9.6), зависящий от γ и F, характеризу-

ет систему волн j
kn  вида 
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1;1;2,1,2;3,2,1,1 2212211311  nknk , 

образующихся на поверхности лед-вода (j = 1) и границе раздела слоев 

(j = 2) внутри областей R ≤ uknt, ukn = uk(αkn) угловых зон, соответствую-

щих диапазонам изменения F (табл. 9.1, 9.2). Размеры угловых зон 

определяются величинами углов γ21, γ1k, γk3 (k = 1, 2). 

Если F1 < F < F11, то α11 = α12 = r2 при γ = γ12. В случае F > F1 для 

γ = γ11 имеем α12 = α13 = r1. Кроме того, α21 = α22 = r5 при γ = γ21 при 

F<F21. Следовательно, при F1 < F < F11 на границах угловой зоны 

γ = |γ12| две системы волн j
11 , j

12  вырождаются в одну j
12 . Для F > F1 

на границах зоны γ = |γ11| волны j
12 , j

13  вырождаются в j
11 , а для 

F < F21 волны j
21 , j

22  – в j
25  на лучах γ = |γ21|. Здесь 

)()](sin[)( 3/2*3/1
1
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Таким образом, при движении области давлений (4.1) колебания по-

верхности лед-вода (j = 1) и границы раздела слоев (j = 2) внутри соот-

ветствующих заданному F угловых зон могут формироваться одной 

( j
12 ), двумя ( j

12 , j
13 ) или тремя ( j

11 , j
12 , j

13 ) системами поверхност-

ных волн, возникающих и в однородной жидкости, и одной ( j
22 ) или 
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двумя ( j
21 , j

22 ) системами внутренних волн, обусловленных стратифи-

кацией жидкости (ε > 0). Их амплитуды затухают с расстоянием как 

R/1 . При этом имеется условие (F < F0), когда движущаяся область 

давлений возбуждает только внутренние волны. Они могут быть либо 

только продольными (если F21 < F < F0), либо продольными и попереч-

ными (если F<min (F21, F0)). Число волновых систем меняется в окрест-

ностях критических значений числа Фруда F0, F1, F11, F21, из которых 

F21 является следствием неоднородности жидкости, а F0 и F1 – след-

ствием упругости льда. 

В формирование колебаний границ угловых зон γ = |γ11|, γ = |γ12|, 

γ = |γ21|, кроме соответствующих волн j
11 , j

12 , j
25 , затухающих как 

31R , при F1 < F < F11 вносят вклад и волны j
11  на лучах γ = |γ11| и j

13  

на лучах γ = |γ21|. Возможность вклада поверхностных волн в формиро-

вание колебаний на лучах γ = |γ21| и внутренних волн на лучах γ = |γ11|, 

γ = |γ12| определяется соотношением между величинами F0, F1, F11, F21. 

Волны j
13  – изгибные. Они обусловлены исключительно упругими сила-

ми льда и при Е = 0 не возбуждаются. Волны j
11 , j

21  имеют характер попереч-

ных, а j
12 , j

22  – продольных корабельных волн, образующихся и в случае би-

того (Е = 0) льда, и при его отсутствии [139, 160, 170]. Передние фронты возму-

щений j
kn  перемещаются со скоростью ukn. 

Для количественной оценки влияния льда на внутренние волны и неод-

нородности жидкости на поверхностные волны проводились численные рас-

четы при значениях (4.13), Н1 = 45 м, ρ1 = 1020 кг·м–3 и 10–3 ≤ ε ≤ 10–2. 

При этом скорость движения области давлений изменялась от 10-2(gH)1/2 

до 3·10–2(gH)1/2, а толщина льда – от 0 до 3.5 м. 

Анализ результатов показал, что отклонения, вносимые неоднород-

ностью жидкости в поведение функций 1(r), не превышают 0.1%. При-

чем они уменьшаются с ростом h и F. Следовательно, условия возбуж-

дения поверхностных волн j
n1  (n = 1, 2, 3) и структура волнового воз-

мущения (число и характер образующихся волн, их передние фронты, 

размеры угловых зон и фазовые портреты), ими обусловленного, будут 

практически такими же, как и в однородной жидкости. Кроме того, чис-

ленный анализ показал слабое влияние неоднородности и на амплитуду 

поверхностных волн. Оно составляет менее 1%, а на изгибных волнах 

практически не проявляется. 

Количественные изменения 2(r) за счет упругих и массовых сил 

льда находятся в пределах 0.1%. Это говорит о слабом влиянии сплош-

ного упругого и битого льда на γ21, γ23, а также на фазовые портреты ко-
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лебаний, обусловленных внутренними волнами j
n2  (n = 1, 2), и скоро-

сти перемещения их передних фронтов. Величины этих волновых ха-

рактеристик практически те же, что и в двухслойной жидкости со сво-

бодной поверхностью. Слабо влияют на них и силы ледового сжатия 

(растяжения), если величина Q1 не слишком близка к критическому зна-

чению 02Q , 10 DQ  . Таким образом, фазовые портреты и скорости 

передних фронтов возмущений, вызываемых внутренними волнами, 

существенно меняются лишь с изменением числа Фруда, толщин слоев 

жидкости и величины скачка плотности. 

Угловые зоны γ21, γ23 расширяются с увеличением F и уменьшением 

ε. В частности, при h = 1 м, Н1 = 45 м, Н = 1000 м величина γ21 для ε = 10–2 

изменилась от 21° до 39° при изменении F от 10–2 до 1.8·10–2. Если F =10–2, 

а ε растет от 5·10–3 до 10–2, то γ21 уменьшается в пределах 24.5°– 19.7°. С 

приближением числа Фруда к критическому значению F21, равному в дан-

ном случае 2.11·10–2 при ε = 10–2 (что соответствует 21 = 2.09 м·с–1), угол 

γ21 может приближаться к 90°, а γ23 стремится к нулю. 

На рис. 9.1, 9.2 приведены фазовые портреты внутренних волн при 

h = 1 м, Н1 = 45 м, Н = 1000 м, ε = 10–2. На рис. 9.1 t = 245 с и F = 10–2 из 

диапазона F < F21, на рис. 9.2 t = 750 с и F = 3·10–2 из диапазона F > F21. 

Штриховая жирная линия представляет передние фронты волн j
22  

(справа от треугольников) и j
21  (слева от треугольников). Штрихпунк-

тирные прямые ограничивают углы γ21 (рис. 9.1) и γ23 (рис. 9.2). Сплош-

ные и штриховые линии, касающиеся оси х, характеризуют линии рав-

ной фазы волн j
22 , а пересекающие ось х по нормали – волн j

21 . При 

этом на поверхности лед-вода (j = 1) сплошные и штриховые кривые со-

ответствуют гребням и впадинам, а на границе раздела слоев (j = 2) – 

впадинам и гребням. 

Сплошной упругий лед и силы ледового сжатия (растяжения) могут 

оказывать существенное влияние на амплитуды внутренних волн. При 

этом может изменяться также и характер распределения амплитуд вдоль 

дуг гребней. Причем влияние упругих характеристик льда и сжимаю-

щих (растягивающих) усилий проявляется по-разному на поверхности 

лед – вода и на разделе слоев. Для поперечных волн при F = 10–2 это ил-

люстрируется графиками на рис. 9.3, 9.4, 9.5. Здесь представлены рас-

пределения амплитуд jA21  волн j
21  вдоль дуг их гребней на поверхности 

лед-вода (верхняя шкала) и границе раздела слоев (нижняя шкала) в 

случае сосредоточенной нагрузки вида (6.5) при р0 = 1.6 Па. Через l обо-

значена длина дуги гребня (впадины) между осью х и границей угловой 

зоны. Значения Н, Н1, ε те же, что и для рис.9.1. Амплитуды 1
21A , 2

21A  да-
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ны в сантиметрах с точностью до множителей 10-1βN1, 10-3βN1 соответ-

ственно. Здесь βN1 = (4N-3)–1/2, N = 1, 2, 3 – номер линии гребня или впа-

дины, считая от места действия давлений. Цифры на оси l в порядке 

возрастания отвечают точкам пересечения фиксированного гребня с ра-

диальными прямыми, выходящими из начала координат под углами, 

равными соответственно порядку цифр 5, 12, 14, 16, 19, 21°. Для 

наглядности точки пересечения этих прямых с линией фронта продоль-

ной волны отмечены кружками на рис. 9.1 по порядку снизу вверх. 

 

           
     Рис. 9.1                                                   Рис. 9.2 

 

На рис. 9.3 сплошные, штриховые и штрихпунктирные линии соот-

ветствуют h = 0, 1, 2 м при Q1 = 0. При толщинах льда 1 м на рис. 9.4 и 

2 м на рис. 9.5 сплошные линии даны без учета сил ледового сжатия, 

штрихпунктирные с одной точкой и пунктирные соответствуют ледо-

вому сжатию при Q1 = Q0 и 1.3 Q0, а штрихпунктирные с двумя точка-

ми – растяжению при Q1 = –Q0. 

Из графиков на рис. 9.3 следует, что с ростом толщины сплошного 

льда jA21  (j = 1, 2) всюду вдоль гребня уменьшается. Профиль гребня 

поперечной внутренней волны на поверхности лед-вода, имеющий ми-

нимум около границы угловой зоны, при этом качественно не меняется, 

но становится более пологим. На разделе слоев амплитуда поперечной 

внутренней волны при h = 0 монотонно возрастает с приближением 

вдоль гребня к границе угловой зоны. Качественно такой же профиль 

имеет )(2
21 lA  и при h = 1 м, в то время как для h = 2 м функция )(2

21 lA  

сначала несколько убывает, затем у границы угловой зоны растет. Обра-

зовавшийся прогиб графика функции )(2
21 lA  увеличивается с дальней-

шим ростом h. В количественном отношении увеличение h сказывается 

на 1
21A  сильнее, чем на 2

21A . Кроме того, влияние сплошного льда на ве-
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личины jA21  усиливается с приближением к границе угловой зоны, так 

как при этом растет значение α21. 

         
Рис. 9.3                          Рис. 9.4                             Рис. 9.5 

 

Ледовое сжатие приводит к увеличению, а растяжение – к умень-

шению амплитуд jA21  поперечных волн. При этом большему сжимаю-

щему (растягивающему) усилию отвечает более резкое (плавное) изме-

нение амплитуды вдоль гребня. Характер влияния Q1 на распределение 

амплитуды по гребню волны на поверхности лед-вода при h = 1 м каче-

ственно такой же как и при h = 2 м. Распределения же 2
21A  (на разделе 

слоев) вдоль гребня для этих толщин льда могут отличаться. Например, 

в условиях сжатия при Q1 = Q0, F = 10–2 амплитуда 2
21A  вдоль гребня 

монотонно возрастает для h = 1 м. Для h = 2 м она убывает вне окрест-

ности границы соответствующей угловой зоны. Причем это качествен-

ное отличие более резкое, чем при Q1 = 0. В то же время в условиях ле-

дового растяжения (для Q1 = –Q0) подобное различие в поведении 

функции 2
21A (l) при h = 1 м и h = 2 м не наблюдается. 

Влияние сплошного упругого плавающего льда и сил ледового сжа-

тия на амплитуды jA22  продольных внутренних волн j
22 при F = 10–2 бо-

лее значительное, чем на jA21 . Уменьшение jA22  за счет льда может со-

ставить до 103 раз при изменении h, H1, H, ε, Q1 в рассматриваемых диа-

пазонах. Однако для данного числа Фруда продольные волны имеют и 
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при отсутствии льда (и в условиях ледового сжатия) более чем в 102 раз 

меньшую амплитуду, чем волны поперечные, и их вклад в общую вол-

новую картину мал. 

С ростом числа Фруда в диапазоне F < F21 влияние толщины льда и 

сил ледового сжатия на амплитуды поперечных волн убывает, и для 

F ≥ 1.8·10–2 распределения jA21  по l в ледовых условиях практически 

совпадают с распределениями при h = 0. Изменение F от 10–2 до 1.8·10–2 

при h = 0 (для рассматриваемых значений H, H1, ε) не приводит к каче-

ственным изменениям в распределении 2
21A  вдоль дуги гребня, но 

уменьшает ее почти в четыре раза. При этом вид функции 1
21A  суще-

ственно меняется. Прогиб гребня поперечных волн на поверхности лед-

вода убывает и, начиная с некоторого F, функция 1
21A (l) становится мо-

нотонно возрастающей (похожей на 2
21A (l)). Количественные отличия в 

распределении 1
21A  по l для двух фиксированных значений F суще-

ственно растут с удалением по гребню к границе угловой зоны, хотя в 

окрестности оси х они находятся в пределах 5%. Напомним, что фазо-

вый портрет внутренних волн при F = 1.8·10–2 отличается от портрета 

при F = 10–2 только в количественном отношении (в частности, возрас-

тает угол раствора зоны волновых возмущений. Однако при этом воз-

растает роль продольных внутренних волн в общей волновой картине. 

Хотя влияние изгибных характеристик льда и сжимающих (растягива-

ющих) усилий на эти волны, как и на поперечные, падает, но по мере 

увеличения jA22  за счет роста F  роль льда в формировании волнового 

возмущения не ослабевает. 

Распределение амплитуд jA22  продольных волн вдоль дуг их греб-

ней при F = 1.8·10–2 показано на рис. 9.6 и 9.7. Цифры на оси l отвечают 

здесь пересечению с прямыми, выходящими из начала координат под 

углами 10, 15, 20, 25, 30, 34, 37, 39°, а вертикальная шкала 1
22A , 2

22A  дана 

с точностью до множителей 10–1βN2, 10–3βN2, где βN2 = [3(4N-1)]–1/2. 

Сплошные, штрихпунктирные с одной и двумя точками линии соответ-

ствуют h = 0, 2, 3.5 м для Q1 = 0 на рис. 9.6 и Q1 = 0, Q1 = Q0 и Q1 = –Q0 

(растяжение) для h = 3.5 м на рис. 9.7, где для той же толщины льда 

штриховая, пунктирная и штрихпунктирная с двумя штрихами соответ-

ствуют Q = 0.5 Q0, 1.3 Q0, –3 Q0. Видно, что при Q1 = 0 амплитуды про-

дольных внутренних волн и на поверхности лед-вода и на разделе слоев 

растут с удалением вдоль гребня от эпицентра области давлений к гра-

нице волновой зоны. Скорость роста амплитуд на этих двух поверхно-

стях разная. Она зависит от толщины льда и меняется вдоль фиксиро-

ванного гребня. 
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Рис. 9.6                                      Рис. 9.7 

 

В изменении характера распределения jA22  по l может проявиться 

роль ледового сжатия. Например, при h = 3.5 м (рис. 9.7) амплитуда 

продольных внутренних волн в случае Q1 < 0.9 Q0 распределена вдоль 

гребня качественного так же, как и при Q1 = 0, При сжатии Q1 ≥ Q0 на 

графиках jA22 (l) появляются экстремумы. С ростом сжимающего усилия 

локальный максимум увеличивается, а  величина угла γ* между осью х и 

лучом, соединяющим начало координат с локальным максимумом, убы-

вает. При h = 3.5 м изменение Q1 от Q0 до 1.3 Q0 увеличило локальный 

максимум примерно в 1.5 раза. Угол γ* при этом уменьшается от 29° до 

26° на поверхности скачка плотности и от 38° до 33° на границе лед-

вода. 

Отметим, что уменьшение глубины жидкости Н при фиксирован-

ном F < F21 приводит к усилению влияния льда на амплитуды внутрен-

них волн. В частности, при F = 1.8·10-2 и Н = 200 м его влияние пример-

но такое же, как и при F = 10-2, Н = 1000 м. К таким же эффектам приво-

дит и рост величины ε. 

При F > F21, когда возбуждаются только продольные внутренние 

волны, их амплитуда jA22  уменьшается с ростом толщины льда вдоль 

гребня во всей угловой зоне. Ледовое сжатие увеличивает её, а растяже-

ние уменьшает. В некоторый момент времени *
Nt  ( *

1
*

 NN tt ) функция 
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jA22 (l) достигает экстремального значения на гребне с номером N. Для 

всех гребней экстремумы располагаются на одном и том же луче, исхо-

дящем из начала координат и образующем с осью х угол γ* < γ23. За точ-

кой экстремума амплитуда вдоль гребня убывает до нуля при t → ∞, а 

влияние льда на нее быстро падает. 

На рис. 9.8 показано распределение амплитуд jA22 (l) вдоль дуги 

гребня продольной волны для F = 3·10–2 при рассматриваемых значени-

ях Н, Н1, ε. Обозначения на рис. 9.8 те же, что и на рис. 9.6, но под l 

подразумевается длина дуги от начала координат до линии переднего 

фронта. Цифры на оси l отвечают пересечению гребня с лучами, исхо-

дящими из начала координат под углом 10, 15, 23 и 28° (точки пересе-

чения этих лучей с линией фронта обозначены кружками на рис. 9.2). 

Видно, что большей толщине льда отвечает меньшая высота экстремума 

на гребне и больший угол γ*. Например, изменение h от нуля до 3.5 м 

при отсутствии ледового сжатия привело к уменьшению максимума вы-

соты экстремума для 2
22A (l) примерно на 30%, а для 1

22A (l) на 14%. Ве-

личина γ* при этом увеличивалась с 14 до 19° на разделе слоёв и с 17 до 

24° на поверхности лед-вода. Отсюда также следует, что для продоль-

ных внутренних волн 1
22  на поверхности лед-вода направление экстре-

мумов амплитуд составляет с осью х больший угол γ*, чем для соответ-

ствующих 2
22  на границе скачка плотности. 

 

 
 

Рис. 9.8 
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С ростом сжимающего усилия максимумы jA22 (l) и γ* меняются в 

направлении, противоположном изменению с ростом h. Для h = 3.5 м в 

случае Q1 = Q0 максимальная высота на гребне в 1.8 (j = 1) и 1.6 (j = 2) 

раза больше, чем при Q1 = 0. Угол γ* при этом уменьшился от 24° до 

18°.5 при j = 1 и от 19° до 16° при j = 2. Ледовое растяжение приводит к 

убыванию амплитуды jA22  и более пологому распределению ее вдоль 

гребня. Угол γ* составляет 27°.5 (j = 1), 21°.5 (j = 2) при Q1 = –Q0 и 30° 

(j = 1), 24° (j = 2) для Q1 = –3Q0. С ростом F, как и при F < F21, влияние 

толщины льда и ледового сжатия на амплитуды продольных внутренних 

волн ослабевает. 

При фиксированном сжимающем усилии зависимость распределе-

ния jA22 (l) от изменения толщины льда в качественном отношении такая 

же, как и при Q1 = 0. Однако с ростом h в условиях заданного сжатия 

четко прослеживается уменьшение максимума высоты гребня и смеще-

ния его от области давлений. Угол γ* для h = 1 м и h = 3.5 м на разделе 

слоев составляет 10 и 19°, а на поверхности лед-вода – 20° и 23.5° соот-

ветственно. При фиксированном отношении Q/h максимум высоты 

гребня продольных волн на поверхности скачка плотности убывает с 

ростом h, в то время как на поверхности лед-вода он может как возрас-

тать, так и убывать, хотя и незначительно. На гребне волны j
22  есть 

участок, где амплитуда jA22  растет, и участок, где она убывает с увели-

чением h. Угол γ* для 2
22  растет с увеличением толщины льда, а для 1

22  

он может как расти, так и убывать. Отметим, что во всех рассматривае-

мых случаях изменение максимума высоты гребня определяется в 

большей мере изменением сжимающего усилия, а его положение на 

гребне – цилиндрической жесткостью. 

Битый лед, моделируемый абсолютно гибкой пластинкой (Е = 0), 

заметного влияния на амплитуды внутренних волн не оказывает при 

изменении исходных параметров в рассматриваемых диапазонах. 

Таким образом, ледяной покров и силы ледового сжатия практиче-

ски не оказывают влияния на фазовую структуру внутренних волн в мо-

ре со скачком плотности. Амплитуды этих волн с ростом толщины льда 

убывают, а с ростом сжимаемого усилия увеличиваются. Причем в до-

критическом диапазоне влияния льда сильнее сказывается на продоль-

ных волнах, чем на поперечных. Чем больше скорость движения обла-

сти давлений, тем это влияние меньше. В сверхкритическом диапазоне 

изменение амплитуды заметно лишь в точках, где она близка к макси-

мальной по гребню. 
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9.2 Внутренние волны в ближней зоне движущейся области 

 

Проведенный в разделе 9.1 анализ показывает слабое (порядка ) 

влияние неоднородности жидкости на характеристики возмущений, 

обусловленных поверхностными волнами. Поэтому рассмотрим теперь 

только интегралы Jj2 в выражении (9.4), представляющие возмущения, 

вносимые внутренними волнами [38] на поверхность лед-вода (j = 1) и 

границу слоев жидкости (j = 2). В J2 при r ≥ 0 функция ψ2(r,θ) не имеет 

особенностей на пути интегрирования по θ. Следовательно, исходный 

путь вдоль действительной оси от 
2


  до 

2

3
  можно деформиро-

вать в путь L0, обходящий в комплексной плоскости корни 

02,1 arccos  , )/(20  r  уравнения Δ12 = 0 по малым полуокружно-

стям, на которых Re(i Δ12)>0, а корни  04,3 arccos  уравнения 

Δ22 = 0 – по полуокружностям, где Re(i Δ22) > 0. 

Перепишем J2 в виде 
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где L01 обходит только точки θ1,2, а L02 – точки θ3,4. Так как 0lim 0 
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при любом R, то для исследования установившихся внутренних волн 

ограничимся рассмотрением интеграла 
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Пусть υ < С0, 
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Представим ζj2 так 
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где r1 – единственный положительный корень уравнения rυ – τ2(r) = 0. 

При 0 ≤ r < r1 путь интегрирования по θ в J0 совпадает с отрезком 

действительной оси от –π/2 до 3π/2. Кроме того, подынтегральное вы-

ражение в ηj1 не имеет особенностей и по r, за исключением интегриру-

емой в концевой точке r = r1. Следовательно, ηj1 можно определить чис-

ленно. 
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Для r1 < r < ∞ в J0 путь L0 обходит точки θ = θ1,4 в нижней, а 

θ = θ2,3 – в верхней полуплоскостях. При этом 

2/3,2/,2/0,02/ 4321  . 

Дальнейший анализ интеграла ηj2 можно провести методом, анало-

гичным предложенному в разделе 6.2 для ζ2. 

Запишем j2 так 
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            (9.10) 

где L* – замкнутый контур, образованный L0 и контурами Lk, на которых 

Re(iλ) ≤ 0. Выбор L* зависит от величины угла γ. Его вид такой же, как и 

на рис.6.6. Для 0 ≤ γ< θ2 контур L* приведен на рис. 9.9, где L0 характе-

ризуется сплошной линией, а Lk – штриховой. Если здесь L3 поместить 

справа от θ4, а L5 между θ2 и π/2, то получим один из возможных видов 

L* для углов θ2 ≤ γ ≤ θ3. В случае θ3 < γ ≤ π горизонтальный путь L4 

находится в верхней полуплоскости, а Lk при k = 1, 2, 6, 7 – в нижней. 

 
 

Рис. 9.9 
 

Вертикальные пути L3 и L5 проходят при этом через точки на интерва-

лах (θ1,θ2) и (θ3,θ4) соответственно. После применения теоремы Коши из 

(9.10) получим 
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где *
1  – корень уравнения γ = θ3(r), а r2 – уравнения γ = θ2(r). Отрезки 

интегрирования определяются из заштрихованных (слева направо для Ij1 

и справа налево для Ij2) областей на рис. 9.10, 9.11. Функции j
,21Ф  не 

имеют особенностей по r, кроме интегрируемой в точке r = r1. 

Из условия Re(iλ) < 0 следует, что Jj2 = Jj4 = Jj6 = 0. Так как 

Ф0(r,θ) = Ф0(r,θ+2π), а Lj1 и Lj7 противоположно направлены, то 

Jj1+Jj7 = 0. 
 

 

Рис. 9.10 

 

Рис. 9.11 
 

После замены ω = i[(π+γ)–θ] в Jj3 и ω = i(θ–γ) в Jj5 найдем  
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Подстановкой  chu  выражение un сводится к виду 
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Заменяя здесь (u2 – 1)1/2 в малой ε – окрестности нижнего предела на 

12  u , методом интегрирования по частям найдем 
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Интегралы А2 и А0, а следовательно, и Ij3, где 
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можно считать численно. 

Пусть υ > С0. Тогда τ2 ≠ rυ и 
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Записав ηj2 в виде (9.10) с нулевым нижним пределом интегрирова-

ния по r и применив теорему Коши для *
2j , найдем (9.11), где 
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Уравнения для определения *
1r , r2 и выражение 0

2j  такие же, как и при 

 < C0. 

Таким образом, при заданной скорости перемещения области дав-

лений задача определения трехмерных возмущений ζ12, вносимых внут-

ренними волнами в изгибные деформации плавающего ледяного покро-

ва, и ζ22, характеризующих вклад внутренних волн в формирование по-

верхности раздела слоёв, сведена к численному интегрированию. При 

υ < С0 она заключается в вычислении интегралов ηj1, Ijk, а для υ > С0 ин-

тегралов Ijk, где j = 1, 2; k = 1, 2, 3. 

Численный анализ возмущений проводился для случая сосредото-

ченных давлений типа δ – функции 

















H

y

H

x
yxf 1

1 ),(  при значениях 

параметров ε = 10–2, Н1 = 45, Н = 103 м, ρ1 = 103 кг∙м-3, p0 = 102/(2π) Па, 

Е = 3∙109 Н∙м2, ρ = 870 кг∙м–3, Q =0, μ = 0.34. Толщина льда h полагалась 

равной 0, 1, 2, 3.5 м. Давления перемещались со скоростью 10–2 С, 

1,8∙10–2С, 3∙10–2 С. При этом С0 ≈ 2,1∙10–2 С. На рис 9.12 – 9.15 приведе-

ны иллюстрации топографий трехмерных возмущений, обусловленных 

внутренними волнами на поверхности скачка плотности (рис. 9.12 –

9.14) и их проявлениями на поверхности бассейна (рис. 9.15) при h = 2 м 

для υ = 10–2С (рис. 9.12), υ = 1,8∙10–2 С (рис. 9.13), υ = 3∙10–2 С 

(рис. 9.14 – 9.15). В силу симметрии возмущений относительно трассы 

перемещения давлений топографии на фигурах приведены только для 

y > 0. Штриховыми кривыми изображены изолинии на впадинах, а 

сплошными – на поднятиях. Шкала давлений по координатным осям 

дана в метрах, а отклонения изолиний от невозмущенного уровня, пред-

ставленного сплошными толстыми кривыми, в сантиметрах для ζ22 и со-

тых долях миллиметра для ζ12. Отметим, что ζ12, ζ22 пропорциональны 

величине p0. Соответствующую полученным отклонениям изолиний 

массу М нагрузки по заданному значению p0 можно определить из фор-

мулы М = p0Н2/(2πg). 
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Рис. 9.12                                                 Рис. 9.13 

 

Рис. 9.14                                           Рис. 9.15 

 

Из анализа результатов численного счета следует, что при υ = 10-2 С 

в бассейне без ледяного покрова (h = 0) на поверхности скачка плотно-

сти под давлением образуется локализованное поднятие, вытянутое по-

перек трассы движения. Задний склон поднятия заметно круче передне-

го, а его вершина отстает от эпицентра давлений. За поднятием возму-

щения формируются в основном внутренними волнами типа попереч-

ных корабельных. Продольные внутренние волны имеют в этом случае 

малую амплитуд. Поэтому их вклад в топографию возмущений незаме-

тен. Амплитуды поперечных волн убывают как с удалением от трассы, 

так и увеличением номера гребня (впадины). Перед поднятием возму-

щения незначительны. Ледяной покров, не внеся качественных измене-

ний в структуру возмущений поверхности скачка плотности (рис. 9.12), 

уменьшает высоту локализованного поднятия и амплитуды поперечных 

волн. Кроме того, с ростом толщины льда вершина поднятия смещается 

вдоль трассы к эпицентру давлений, а площадь его основания увеличи-

вается главным образом за счет растяжения в нормальном к трассе 

направлении. Увеличение h приводит в ближней зоне и к незначитель-

ному росту угла между направлением гребней (впадин) поперечных 

волн и осью х. Расстояние между нулевыми изолиниями для этих волн 

практически не зависит от толщины льда. 

Возмущения жидкости, обусловленные стратификацией ее плотно-

сти, проявляются и в формировании колебаний на поверхности бассей-

на. При удалении от границы раздела слоев к поверхности в случае 

υ = 10–2 С возмущения над локализованным поднятием затухают мед-

леннее, чем амплитуды внутренних поперечных корабельных волн. Ле-
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дяной покров увеличивает затухание возмущений от поперечных волн 

сильнее, чем от локализованного поднятия. Это приводит к тому, что в 

условиях ледяного покрова с ростом его толщины проявления теряют 

волновую структуру, приобретая во всей рассматриваемой области вид 

слабого прогиба. Точка максимального прогиба располагается ближе по 

трассе к эпицентру давлений, чем вершина поднятия. 

При увеличении скорости перемещения давлений в диапазоне 

0 < υ < C0 усиливается влияние внутренних продольных корабельных 

волн на формирование возмущений в ближней зоне. В частности, при 

υ = 1.8∙10–2 С под их воздействием на поверхности скачка плотности ло-

кализованное поднятие трансформируется в гребень гиперболической 

формы, задний склон которого круче переднего, а максимальная высота 

отстает от эпицентра давлений. С удалением от вершины вдоль гребня 

его высота уменьшается, а ширина основания в пределах рассматривае-

мой области растет. Впадина за передним гребнем приобретает здесь 

сложную структуру с холмистым дном. Вклад поперечных волн в фор-

мирование возмущений ослабевает с увеличением скорости, и при 

υ = 1.8∙10–2 С их влияние в волновом следе ощущается в основном вдоль 

трассы движения. Перед первым хребтом в направлении движения за-

метно незначительное локализованное понижение уровня поверхности 

скачка плотности. Такая структура возмущений на разделе слоев харак-

терна и при отсутствии льда, и в ледовых условиях (рис. 9.13). Ледяной 

покров, воздействуя лишь на амплитудные характеристики возмуще-

ний, уменьшает высоту гребня и сглаживает рельеф дна впадины за 

ним. 

Возмущения, формируемые на поверхности бассейна и на разделе 

слоев за счет неоднородности жидкости при υ = 1.8∙10–2 С, в качествен-

ном отношении отличаются только тем, что фазы колебаний у них про-

тивоположные, а локализованные впадины вдоль трассы движения на 

разделе слоев не проявляются на поверхности. Амплитуды внутренних 

волн и их проявлений на границе лед-вода убывают с ростом толщины 

льда. 

При υ > С0 поперечные внутренние волны не возбуждаются и воз-

мущения, обусловленные неоднородностью жидкости в дальней зоне, 

формируются только продольными волнами. В ближней зоне за нагруз-

кой локализованное поднятие на поверхности скачка плотности 

(рис. 9.14) и понижение на границе лед–вода (рис. 9.15), как и при υ < С0 

переходят соответственно в гребень и впадину гиперболической формы. 

Однако угол между гребнем (впадиной) и трассой перемещения давле-

ний меньше, чем для υ < С0. С ростом υ этот угол и высота гребня (глу-

бина впадины) убывают. Незначительное понижение (поднятие), 

наблюдающееся для υ < С0 перед нагрузкой при скорости υ > С0 приоб-
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ретает вид впадины (гребня) гиперболической формы с локализованны-

ми ложбинами (холмами), вершины которых расположены по бокам от 

локализованного возмущения за нагрузкой. Перед нагрузкой как по 

трассе движения, так и вне ее возмущений практически нет. Такая 

структура топографий возмущений для υ > С0 характерна при отсут-

ствии льда и в ледяных условиях. Влияние льда проявляется в слабом 

уменьшении амплитуд в волновом следе и незначительной деформации 

структуры возмущений в малой окрестности трассы. 

Таким образом, в каждом из рассматриваемых диапазонов скорости 

перемещения области давлений ледяной покров уменьшает амплитуды 

возмущений. Причем его влияние сильнее сказывается на генерируемых 

корабельных внутренних волнах, чем на возмущения непосредственно 

под движущейся областью давлений. При этом качественные изменения 

в топографии возмущений под влиянием льда незначительны. 

Вклад, вносимый внутренними волнами в топографию возмущений 

на границе лед-вода, мал по сравнению с вкладом поверхностных волн. 

В то же время в топографии возмущений на границе раздела слоев су-

щественны вклады как поверхностных, так и внутренних волн. Влияние 

поверхностных возмущений заметно проявляется перед движущейся 

областью давлений, а внутренних – за ней. 
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ГЛАВА 10. ВОЛНЫ В НЕПРЕРЫВНО СТРАТИФИЦИРОВАННОМ 

МОРЕ 

 

10.1. Волны от периодических возмущений в море со слоем 

скачка плотности 

 

Пусть ледяной покров плавает на поверхности идеальной несжима-

емой жидкости, плотность которой в невозмущенном состоянии изме-

няется с глубиной по закону 
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соответствующему трехслойной плотностной модели [99]. Толщина 

верхнего слоя Н1, слоя скачка плотности Н2, а нижнего слоя Н3. При 

этом ,11 Hz   )( 212 HHz  , z3 = –Н, 321 HHHH  . Проведем 

анализ влияния льда на волновое движение, генерируемое периодиче-

скими поверхностными давлениями tyxfpP  cos),(0 . Исследование 

выполним в предположениях линейной теории волн, исходя из уравне-

ний движения [105, 115] 
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и граничных условий 
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где ),,,( tzyxp  и ),,,( tzyx  – динамические добавки давления и плотно-

сти, Н – глубина моря,  sin2  – параметр Кориолиса,  – угловая 

скорость вращения Земли,  – географическая широта (положительная к 

северу от экватора),  – прогиб льда или возвышение поверхности лед-

вода, ось z направлена вертикально вверх, начало координат выбрано на 
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невозмущенной поверхности лед-вода, )/(),/( 0
1

0
11 gDDgh  , 1, 

h – плотность и толщина льда, а обозначения D и 4 приведены в (4.3). 

Кроме того, на границах раздела слоев (z = z1, z = z2) будем удовле-

творять условия непрерывности давления и вертикальной составляю-

щей скорости. 

Считая искомые функции периодическими по времени t и применяя 

к системе (10.1) и граничным условиям (10.2) преобразование Фурье по 

горизонтальным координатам х, у, получим для определения трансфор-

манты Фурье W(z) функции w обыкновенное дифференциальное урав-

нение 
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с граничными условиями 
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212222  rDDnmrr  N – ча-

стота Вяйсяля-Брента, f*(m,n) – преобразование Фурье функции f(x,y). 

При этом условия непрерывности давления и вертикальной составляю-

щей скорости на внутренних границах z = z1 и z = z2 перейдут в условия  

непрерывности W и dW/dz. 

Из уравнения (10.3) после удовлетворения граничных условий и 

применения формулы обращения получим такое выражение 
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Если к поверхности ледяного покрова прикладываются давления вида 

txfpp  cos)(0 , то 
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а все другие обозначения те же, что и в (10.4). 

При осесимметричном распределении возмущений интеграл (10.4) 

для больших R  с ошибкой порядка 23R  перепишем так 
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Вычисление интегралов (10.5), (10.6) проведем методом контурного ин-

тегрирования. 

Пусть 

Гg , .                                       (10.7) 

Уравнение 

0)(  r                                                 (10.8) 

при этом условии имеет только два вещественных корня 0rr  . Из 

(10.6) в данном случае находим 

00
1

00 sin),(,cos),(   zrAzrAw ,                     (10.9) 

где  



 

307 

4
),(

)(

),(2
00

*
0
0 









 tRrrfr

r

zr

Rg

p
A ,          (10.10) 

штрих означает дифференцирование по r . Для плоских волн 

00
1

0 sin),(   zrAru z ,                                   (10.11) 

а w  и   определяются по формулам (10.9) с той лишь разницей, что 
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Из формул (10.9), (10.11) следует, что периодические давления при 

условии (10.7) генерируют в непрерывно стратифицированном море, 

покрытом льдом, только одну прогрессивную волну, незатухающую с 

удалением от области давлений в плоском случае и затухающую как 

R/1  при осесимметричном распределении давлений. Фазовая ско-

рость υ0 и длина λ0 этой волны определяются по формулам υ0 = σ/r0, 

λ0 = 2π/r0. В случае коротких волн ,1( 00 Hr  kHH min0  , )3,2,1k  

при малых ε, χ0, D2 = D1σ8g–4 и в случае длинных волн при малых ε, χ0, 

D3 = D1σ4(gH)–2 величину 0r  найдем соответственно из формул 
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Для выяснения влияния ледяного покрова и неоднородности морской 

воды на элементы волны проводились численные расчеты при  = 70 

для функции 
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значений Е, 1,  из (7.10) и 

201 H  м,  602 H  м,  3
3 102 H  м,  510l м.            (10.14) 

При этом h(м), σ(с-1), ε изменялись в пределах  

0 ≤ h ≤ 5,  4.5∙10-2 ≤ σ ≤ 7∙10-1,  0 ≤ ε ≤ 10-2. 

Расчеты показали, что волна (10.9) представляет собою обычную по-

верхностную гравитационную волну [124], амплитуда которой затухает 

с глубиной. При этом плотностная стратификация жидкости мало влия-

ет на волновое движение как самой жидкости, так и ледяного покрова. 

Деформация элементов волн за счет неоднородности не превышает 1%. 

Аналогичный результат имеет место и при экспоненциальном распреде-

лении плотности по всей глубине [56, 119] или только в верхнем слое 
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двухслойной непрерывно стратифицированной жидкости [57]. Что каса-

ется влияния льда на поверхностную волну, то оно зависит от частоты 

колебаний σ и ледовых характеристик. Сплошной лед (Е ≠ 0) при σ > σ0 

увеличивает, а при σ < σ0 уменьшает фазовую скорость и длину волны 

по сравнению с соответствующими значениями для моря со свободной 

поверхностью. Здесь 6
1

0 Dhg . Увеличение толщины битого льда 

приводит к уменьшению υ0 и λ0 при любых значениях σ. Однако при 

λ0 > 2H изменения υ0 и λ0, обусловленные наличием как сплошного, так 

и битого льда, оказываются меньше 1%. Количественную иллюстрацию 

зависимости υ0 и λ0 от толщины сплошного льда при ε = 10–3 дает 

табл. 10.1. Видно, что при σ = 0.6 с–1 скорость и длина волны в море, по-

крытом сплошным льдом толщиной 5 м, больше, чем в море со свобод-

ной поверхностью почти на 67%. Но уже на частоте σ = 0.2 с–1, при ко-

торой λ ≈ 1.4Н, наличие льда толщиной 5 м приводит к уменьшению υ0 

и λ0 примерно на 1.6%. 

Пусть теперь 

Гg .                                      (10.15) 

При этом условии уравнение (10.8) имеет бесконечное число действи-

тельных корней r = ±rn, n = 0,1,2, … Вычисляя интегралы (10.5), (10.6), 

получим 

 








 
0 0

1 ,sin)0,(,cos),(
n n

nnnn rAzrAw      (10.16) 

                                                    Таблица 10.1 

υ0, м/c λ0, м h, м σ∙10, с-1 

48.23 1514 5 

2 48.53 1524 3 

49.04 1539 0 

32.25 675.2 5 

3 31.03 672.0 3 

32.69 684.5 0 

27.27 285.4 5 

6 21.86 228.8 3 

16.35 171.1 0 

 

где в плоском случае txrnn  , в осесимметричном 

4/ tRrnn , а величина А определяется соответственно по фор-

мулам (10.12), (10.10). Горизонтальную составляющую скорости плос-

ких волн найдем из 
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nnznn zrAru   sin),(1 .                             (10.17) 

Из формул (10.16), (10.17) следует, что при выполнении условия (10.15) 

волновое движение, генерируемое в море периодическими давлениями, 

представляет собой суперпозицию бесконечного спектра незатухающих 

с расстоянием в плоском и затухающих как R/1  в осесимметричном 

случае волн (мод), соответствующих значениям rn n = 0,1,2,…. Нулевая 

мода, отвечающая r0 , есть обычная поверхностная волна, затухающая с 

глубиной. Моды с номером n ≥ 1 представляют собою чисто внутренние 

волны, обусловленные только плотностной стратификацией. В одно-

родных слоях вертикальная составляющая скорости wn моды внутрен-

них волн с номером n монотонно изменяется с глубиной. В верхнем 

слое вблизи поверхности лед-вода wn (n ≥ 1) переходит через нулевое 

значение. Ниже этой глубины wn растет (по модулю) в верхнем и убыва-

ет в нижнем слоях. В слое скачка она имеет n примерно равных между 

собой экстремумов [154] и принимает (n-1) раз нулевое значение. При 

этом верно соотношение 

  ).(,)1()(/)0(
1

1
1

1
2

01 nnnnnnn rHHDgHww 
 chth  

Отсюда видно, что при n  отношение амплитуды wn на поверхности 

лед-вода к амплитуде wn на нижней границе верхнего слоя уменьшается 

до нуля. 

Под воздействием мод внутренних волн формируется и вид по-

верхности лед-вода (или прогиб льда ζ ) [58], что подтверждается и дан-

ными экспериментальных наблюдений [9, 85, 122, 127, 131, 134]. Для 

количественной оценки влияния ледяного покрова и плотностной стра-

тификации жидкости на волновые характеристики проводились числен-

ные расчеты для ряда значений σ(с–1), функции f(x) вида (10.19), значе-

ний параметров из (7.10), (10.14), ε, равных 0, 2∙10-3, 5∙10-3 и h = 0, 3.5 м. 

Анализ результатов показал, что влияние неоднородности жидкости на 

элементы поверхностной волны (n = 0) незначительно. Элементы мод 

внутренних волн (n ≥ 1) практически не зависят от характеристик льда 

Величины rn можно с хорошим приближением определить из тех же 

формул, что и при периодических колебаниях в бассейне со свободной 

от льда поверхностью [63]. Фазовые скорости υn = σ/rn и длины 

λn = 2π/rn мод внутренних волн, монотонно убывающие до нуля при 

n , увеличиваются с ростом ε. Например, при σ = 3.625∙10-4с-1 и 

h = 0 изменение ε от 2∙10–3 до 5∙10–3 приводит к увеличению υn и λn пер-

вых трех мод (n = 1, 2, 3) примерно на 58%. Определяющий вклад вно-

сит плотностная стратификация и в вертикальное распределение поля 

скорости волнового движения. Если для ε = 0 амплитуда вертикальной 

составляющей скорости волнового возмущения монотонно убывает с 
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глубиной, то при ε > 0 она, как и в море со свободной поверхностью, 

достигает максимального значения внутри жидкости. В частности, при 

ε = 2∙10–3 и ε = 5∙10–3 максимальное значение функции )(zA , представ-

ляющей собою сумму модулей амплитуд мод внутренних волн, дости-

гается для σ ≤ 10–3с–1 либо на нижней границе слоя скачка плотности, 

либо внутри этого слоя. Причем величина max )(zA  может во много раз 

превышать значение )0(A , что характерно при периодических возмуще-

ниях и для других законов изменения плотности жидкости с глубиной. 

Оценка горизонтальной составляющей скорости 





0

1 ),()(
n

nz zrArzB n  в 

верхнем и нижнем однородном слоях фактически не меняется с глубиной, со-

храняя постоянное значение. Причем )0(B  для ε = 2∙10–3 и ε = 5∙10–3 может в де-

сятки раз превышать величину амплитуды горизонтальной составляющей ско-

рости в однородной жидкости. В среднем стратифицированном слое поведение 

)(zB  существенно зависит от перепада плотности и частоты колебаний. Это ил-

люстрируется рис. 10.1, где приведена с точностью до множителя 2

0
0 10

 g

p
 за-

висимость B  от z для х = 3∙105 м, σ = 2.9∙10-4 с –1 (кривая 1), σ =1.45∙10-4 с –1 (кривая 

2), ε = 2∙10 –3 (сплошные линии), ε = 5∙10 
–3 (штриховые линии). Видно, что при 

σ = 2.9∙10-4 с 
–1 и обоих значениях ε функция )(zB  монотонно убывает с глуби-

ной среднего слоя. 

 

Рис. 10.1 
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Аналогичная картина наблюдается и при σ = 1.45∙10–4с–1, ε = 2∙10–3, а 

при ε = 5∙10–3 функция )(zB  имеет внутри слоя скачка один экстремум, 

находящийся на глубине 45 м и превышающий )0(B  примерно на 18%. 

Минимальное значение )(zB  отмечается на нижней границе слоя скач-

ка. В табл. 10.2 для иллюстрации даны значения )(zB  на поверхности 

лед-вода (z = 0) и на  нижней границе стратифицированного слоя 

(z = z2). Из этих данных следует, что изменение ε от нуля до 5∙10–3 при-

водит к увеличению )0(B  почти в 36 раз. Влияние неоднородности на 

значение )( 2zB  менее значительно. 

                                                        Таблица 10.2 

ε∙103 )0(B  )( 2zB  

0 6.97 6.97 

2 166.00 11.70 

5 251.00 13.70 

 

10.2. Асимптотический анализ трехмерных волновых возмущений при 

движении области постоянных давлений в условиях экспоненциальной 

плотностной стратификации 

 

Рассмотрим волновые возмущения, генерируемые движущейся по 

ледяному покрову областью давлений (4.1) при экспоненциальном 

)0(),exp()( 0
00

0  Гzz                              (10.18) 

распределении плотности жидкости [6, 77, 114, 129, 141] в бассейне конечной 

глубины H. В начальный момент времени жидкость находится в состоянии по-

коя, а поверхность лед-вода горизонтальна. Давления начинают движение с мо-

мента t = 0. Выполним анализ влияния ледяного покрова на возбуждаемые волно-

вые возмущения и оценим изгибные деформации льда, вносимые проявлениями 

внутренних волн. 

В системе координат х1, у, связанной с движущейся областью дав-

лений, задача сводится к решению уравнений движения жидкости 
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    (10.19) 

с граничными и начальными условиями 
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Здесь  

   ,,,,
1

,,, 00111 


 Dpp
g

Dap  

и, v, w – компоненты вектора скорости волновых возмущений по коор-

динатным осям x, y, z; p, ρ – возмущения давления и плотности воды. 

Обозначения D, h, ρ1 те же, что и в 10.1. Индекс 1 у х1 опущен. 

Применяя для решения задачи (10.19) – (10.20) комплексное преоб-

разование Фурье по горизонтальным координатам и преобразование 

Лапласа по времени, для трансформанты W вертикальной скорости вол-

новых возмущений жидкости получаем задачу [40] 
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где D0 = D1r4+1, F = α + im, r2 = m2 + n2, m, n – переменные Фурье, 

f*(m,n) – трансформанта Фурье функции f(x,y), α – параметр преобразо-

вания Лапласа, индекс z означает производную по z. 

Решая (10.21) и применяя обратные интегральные преобразования 

при осесимметричном распределении давлений, с учетом кинематиче-

ского условия, связывающего амплитуду ζ* вертикального смещения 

изопикнической поверхности z = z* с вертикальной скоростью лежащих 

на ней частиц жидкости, получим в полярных координатах 
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Отметим, что ζ* = ζ для z* = 0. 

Внутренний интеграл по α вычисляется с помощью теории вычетов. 

Полюсами являются точки α = 0 и α = αl = Fl – iα*. Здесь Fl = iσl – корни 

уравнения S = 0, α* = rcosθ, l = 0, 1, 2, … . При этом σ0 > σ1 >…> σl >0. 

Величина σ0 соответствует собственной частоте поверхностных волн, а 

σl при l ≥ 1 – собственной частоте внутренней моды с номером l. 

Применив теорему Коши, из (10.22) получим 
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где 
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Для поверхностной моды (l = 0) имеем σ0 >> N, где 
2112

100 ])1(th[  gHrrHrgD . Анализ трехмерных поверхностных 

волн в море с ледяным покровом проведен в главе 4. Влияние неодно-

родности жидкости на изгибные деформации льда и возмущения под 

ним, обусловленные поверхностными волнами, мало (см. раздел 10.1) 

Для внутренних мод (l ≥ 0) из уравнения S = 0 найдем 
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1011 ])([tg


 gHrrHqDqq .                   (10.24) 

Здесь ε = ГН, q1 = iqrH. Считая ε малым параметром, представим q1 в 

виде 
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Тогда из (10.24) получаем 
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Так как 
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Выражение для Klk имеет вид 
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В подынтегральном выражении (10.23) на пути интегрирования по 

θ может быть счетное число полюсов l
i  – корней уравнения S0(θ) = 0, 

где l характеризует номер моды внутренних волн, а i – номер полюса 

для заданной моды. Из (10.24), (10.25) после замены q1 на 0 получим 
1)(cos  rl

l
i . Отсюда для фиксированного l 
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при условии lNH  . Для l  это условие выполняется при лю-

бом r, а для  < l – при r > rl, где 2122 ])/()/[( HlNrl  , 

1)(  lNHl . Следовательно, в зависимости от r и  на пути интегри-

рования по θ будут лишь полюса, соответствующие l ≥ l0, где 

  1)/( 221
0   rNHl . 

Так как особенности слагаемых в интеграле по θ погашаются, то 

исходный путь интегрирования можно деформировать в контур L0, об-

ходящий в комплексной плоскости корни l
2,1  по малым полуокружно-

стям, на которых 0)Re( 1 li , а корни l
4,3  – по полуокружностям, где 

0)Re( 2 li . 

Перепишем ζ* в виде 
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где L0 обходит полюса l
4,1  снизу, а l

3,2  – сверху. Направления обходов 

для Ll1 и Ll2 совпадают с направлением для L0. Однако контур Ll1 обхо-

дит только l
2,1 , а Ll2 – только l

4,3  при соответствующем l. Так как Jlk 

стремится к нулю при t → ∞ для любого R, то интеграл J0 описывает 

установившееся движение, а Jlk – процесс развития волновых возмуще-

ний. 

Дополним исходные пути интегрирования в J0 и Jlk до замкнутого с 

учетом условий 0)]cos(Re[ iRr  и 0])cos([  tiiRr lk  соответ-

ственно, обеспечивающих затухание амплитуды волновых возмущений 

на бесконечности. 

Внутри замкнутых контуров, построенных на Llk и L0, содержатся 

одни и те же полюса, если ])sin(sign[)]sin(sign[ t
d

d
RrRr lk




 . 

Это равенство выполняется при lkutR / , 1)]sin()[/(  rddu lklk . 

Следовательно, для tuR lk  интегралы J0 и Jlk компенсируют друг 

друга с точностью до возмущений, затухающих с расстоянием как 

)( 1RO . В области tuR lk , согласно теореме Коши, вычеты в полюсах 
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l
k  дают установившееся волновое движение, описываемое интегралом 

J0. Таким образом, величина ulk характеризует скорость переднего фрон-

та волнового возмущения, обусловленного вычетом в полюсе l
k . 

Определяя вычеты, из (10.26) при 0 ≤ γ ≤ π найдем 
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Дальнейший анализ интегралов (10.27) проведем методом стацио-

нарной фазы. В результате для амплитуды возмущения вдоль линии 

равной фазы заданной моды l получим выражение 

,
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ll
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              (10.28) 

где 0 ≤ r < ∞, если F1≥ (πl)–1, и rl ≤ r < ∞, если F1< (πl)–1. 

Уравнение линии равной фазы можно записать в параметрическом 

виде 

 
 .])()[()(arctg)(
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      (10.29) 

Если 0),( * zrGl , то для гребней и впадин К принимает соответ-

ственно значения (5+8κ) и (1+8κ) при 0/0 drdR . 

В случае 0/0 drdR  значения К равны (7 + 8κ) для гребней и 

(3 + 8κ) для впадин. Здесь κ = 0, 1, 2, … Указанные К для гребней и впа-

дин будут характеризовать впадины и гребни, если 0),( * zrGl . 

Границу зоны возмущений определяют γ0(r) из (10.29) и 

  trHFlrR ll   21322
1

* ])([)/(1)( .                 (10.30) 

Видно, что характеристики льда практически не влияют на rl, R0(r), 

R*(r), γ0(r), а следовательно и на фазовую структуру внутренних волн. 

Величина zl в ледовых условиях может уменьшиться. 

При F1< (πl)–1 волновое возмущение рассматриваемой моды форми-

руется в угловой зоне 0 ≤ γ ≤ γ l
0  системами поперечных ( 0/0 drdR ) и 

продольных ( 0/0 drdR ) волн типа корабельных, фронтальные зоны 

которых удаляются от эпицентра давлений со скоростью ul1. 

Здесь 
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 .                (10.31) 

При γ0 = γ l
0  волновые возмущения затухают с расстоянием как O(R–1/3). 

В случае F1> (πl)–1 в зоне волнового следа 0 ≤ γ < γ l
0 , где 

)(],)arcsin[( *1
10   RRlFl ,                            (10.32) 

обусловленные модой l возмущения формируются только продольными 

корабельными волнами. Отметим, что рассмотренная волновая картина 

симметрична относительно трассы перемещения давлений. 
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Формулы (10.28), (10.29) показывают, что 
4

1
0

KHR
R


  и γ → 0 

при r → ∞. Следовательно, линии равной фазы продольных волн в следе 

касаются трассы. Кроме того, при сосредоточенных давлениях ампли-

туда возмущений, обусловленных продольными волнами в следе вдоль 

трассы, равна нулю на свободной или покрытой битым льдом поверхно-

сти бассейна и отлична от нуля в жидкости под трассой, так как 
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K
zrA l  при r → ∞, D = 0. В бас-

сейне с упругим сплошным льдом (D ≠ 0) амплитуда таких возмущений 

нулевая как на трассе, так и под ней (A(r, z*)→0 при r → ∞). 

Для количественной оценки влияние изгибной жесткости льда на 

амплитуды внутренних волн и их проявлений в изгибных колебаниях 

льда проводились численные расчеты при значениях параметров льда 

(4.13) для Н = 100 м, ε = 0.001, ρ0(0) = 103 кг·м–3, p0(2π)–1·100 Па, t = 103 c 

и нагрузки вида (6.5). Толщина льда изменялась в пределах 0÷ 3.5 м. 

Диапазон 0.5 ÷ 1 м·с–1 изменения скорости движения области давлений 

выбран таким образом, чтобы проследить структурные изменения фазо-

вой картины внутренних волн. 

Анализ результатов показал, что фазовые портреты внутренних 

волн в ледовых условиях сохраняют такой же вид, как при отсутствии 

ледового покрова [87]. Для наглядности фазовая структура и зоны воз-

мущений, обусловленных как первой (l = 1), так и второй (l = 2) модами, 

даны соответственно на рис. 10.2 и 10.3 при  = 0.7 м·с-1, h = 2 м. Здесь 

границы угловых зон характеризуются сплошными (l = 1) и штриховы-

ми (l = 2) жирными линиями. Постоянные фазы (рис. 10.2) и линии пе-

редних фронтов (рис. 10.3) представлены тонкими сплошными линиями 

для поперечных волн, а штриховыми и штрихпунктирными – для про-

дольных первой и второй мод соответственно. Четные линии равной фа-

зы, считая от нагрузки, расположенной в начале координат, соответ-

ствуют гребням, а нечетные – впадинам на поверхности, где Gl(r, z*) < 0. 

Шкала по осям х и у дана в метрах. 

 
Рис. 10.2 
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Рис. 10.3 

 

Как и в бассейне с открытой поверхностью, соответствующие ли-

нии постоянной фазы для продольных волновых возмущений первой и 

второй мод на рис. 10.2 касаются оси абсцисс в одних и тех же точках. 

Рассматриваемое значение скорости  для первой моды попадает в до-

критический, а для второй (и последующих) – в сверхкритический диа-

пазон. Отметим, что с ростом скорости в диапазоне 0 <  < l, где 

l = 0.994(πl)–1м·с–1, угол (10.31) раствора зоны возмущений для моды с 

номером l увеличивается от 0 до 180º. При  > l величина угла (10.32) 

монотонно убывает. 

Распределение амплитуды внутренних волн вдоль линии равной 

фазы при  = 0.7 м·с–1 дано на рис. 10.4, 10.5. Амплитуды поперечных 

(рис. 10.4, а), продольных первой (рис. 10.4, б) и второй (рис. 10.5) мод 

изображены сплошными, штриховыми, штрихпунктирными и пунктир-

ными линиями соответственно для толщин льда 0, 1, 2 3.5 м. Выше оси 

абсцисс приведены графики максимальных значений амплитуд, дости-

гаемых на глубинах z* = 50 м (первая мода) и z* = 33.3 м (вторая мода), а 

ниже – амплитуд деформаций поверхности бассейна, обусловленных 

внутренними волнами. Шкала делений дана с точностью до K . Ам-

плитуды внутри жидкости приведены в сантиметрах, а на поверхности – 

в сотых долях миллиметра. Цифры на оси абсцисс в порядке возраста-

ния соответствуют пересечению рассматриваемой линии равной фазы с 

лучами, выходящими из начала координат и образующими с трассой 

углы 4.8°, 7.5°, 10.5º, 12.4º, 13º (рис. 10.4, а); 0º, 0.6º, 2º, 4.8º, 9.5°, 12.1°, 

13º (рис. 10.4, б) и 0º, 1.2°, 3.9°, 7.3°, 11.7°, 14.8°, 19.2°, 24.7°, 34.3° 

(рис. 10.5). 

Максимальные по глубине значения амплитуд продольных возму-

щений на трассе для первой и второй мод совпадают, принимая нулевые 

значения при h ≠ 0. С удалением от трассы к границам волновой зоны 

при отсутствии льда возмущения первой моды (в докритическом диапа-

зоне) растут, в то время как для второй (в сверхкритическом диапазоне) 

убывают. Аналогичное явление имеет место и при других значениях . 
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Рис. 10.4 

 

 
Рис. 10.5 

 

Ледяной покров нарушает монотонность изменения амплитуды 

продольной волны моды с номером l вдоль линии равной фазы при 

 > l таким образом, что на профиле дуги гребня (впадины) появляется 

экстремум (рис. 10.5). С увеличением толщины льда этот экстремум 

удаляется от эпицентра давлений, а его величина убывает. 
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При  < l в ледовых условиях амплитуды волн с удалением от 

трассы монотонно возрастают (рис. 10.4, б), как и при h = 0. С ростом h 

от 0 до 3.5 м они убывают примерно в 5 раз. Амплитуды поперечных 

волн принимают на трассе ненулевые значения и возрастают с прибли-

жением к границе волновой зоны (рис. 10.4, а). Ледяной покров умень-

шает эти амплитуды, не меняя вид распределения их вдоль линии рав-

ной фазы. 

Лед практически не вносит качественных изменений и в характери-

стик распределения амплитуд проявлений как продольных, так и попе-

речных внутренних волн вдоль гребней (впадин) на поверхности бас-

сейна, уменьшая при этом их величины. Увеличение веса нагрузки и 

вертикального градиента плотности жидкости приводит к росту ампли-

туд проявлений внутренних волн. 

Отметим, что величина zl убывает с ростом толщины льда примерно 

в той же пропорции, что и амплитуда соответствующей внутренней 

волны. 

Таким образом, влияние льда проявляется в уменьшении амплитуд 

внутренних волн. Оно в большей мере сказывается на продольных вол-

нах, чем на поперечных, и особенно заметно вблизи трассы перемеще-

ния области давлений, где распределение амплитуды волны вдоль ли-

нии равной фазы может претерпевать качественные изменения. 

 

10.3. Асимптотический анализ генерируемых трехмерных возмущений 

при движении области постоянных давлений в условиях распределения 

плотности, аппроксимирующего реальную стратификацию 

 

В случае заданного распределения невозмущенной плотности 0(z) 

при движении давлений (4.1) из (10.19), (10.20) методом интегральных 

преобразований получим в полярных координатах для амплитуды *  

вертикального смещения изопикнической поверхности *zz   выраже-

ние 
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где 
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Отметим, что *  для 0* z . Другие обозначения такие же, как и 

в 10.2. 

После вычисления интеграла Меллина из (10.33) найдем [41] 
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Здесь  cos* r , Fl = iσl по-прежнему являются корнями уравне-

ния S(F) = 0. Величина     21
1

21
00 th1th


 rHrgrHrgD  соответ-

ствует собственной частоте поверхностных волн в бассейне с ледяным 

покровом. Значения σl при l ≥ 1 отвечают собственным частотам внут-

ренних мод с номером l и совпадают с решениями уравнения S0 = 0 от-

носительно α*. При этом 0 > 1 > …> l > 0. 

Представим вертикальное распределение невозмущенной плотно-

сти в виде [113] 

)](1)[0()( 00 zz  , 

где 

1)(,0)0(,1)0(/)( 00  HH . 

Тогда ).()( 22  OgzN z  Перейдем к безразмерным переменным 

    1**** ,,,,,,)(,,)(,,,,  HzRzyxazRzyx , 

    21**4
11 )/(,,,,)(,,   gHNNHDDrHr ll ,      (10.36) 

211
11000

21 )/(,),0()()(,)( HgttgHzzgH   . 

Штрихи далее будем опускать. 

Вычисление (10.35) проведем с учетом приближения Буссинеска 

[154], как и в разделе 10.1, методами контурного интегрирования и ста-

ционарной фазы, введя при этом обозначения 
1

114,312,1 )(,arccos,arccos  rl
llll  , 

 1)(:min,/)(sup 10
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rllrr l
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l . 

Тогда выражение для ζ* с точностью до множителя  примет вид одно-

кратного интеграла (10.27), где 
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Параметрические выражения R0(r), γ0(r) линии равной фазы, фор-

мулы амплитуды волны вдоль нее и выражение R*(r) для линии перед-

него фронта примут вид: 
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Зависимость К от dR0/dr и Gl(r,z*) такая же, как и для бассейна с 

равномерной стратификацией (раздел 10.2). 

Величина К принимает значения 5 + 8κ и 1 + 8κ соответственно для 

гребней и впадин при ),( *zrGl  < 0, dR0 / dr > 0. Если dR0/dr<0, то значе-

ния К равны 7 + 8κ для гребней и 3 + 8κ для впадин (κ = 0, 1, 2, …). Ука-

занные К для гребней будут характеризовать впадины и гребни, если 

),( *zrGl  > 0. 

Проведенный анализ показал, что лед практически не влияет на rl, 

R0(r), )(* rR , γ0(r), а следовательно, и на фазовые характеристики внут-

ренних волн. Амплитуды возмущений (10.37) и величина zl могут 

уменьшаться с ростом изгибной жесткости льда. 

При  < l волновое возмущение моды l формируется в угловой 

зоне 0 ≤ < l
0  системами поперечных (dR0 / dr > 0) и продольных 

(dR0 / dr < 0) волн типа корабельных, передние фронты которых удаля-

ются от эпицентра давлений со скоростями ul1. Здесь l
0 =γ0(

*
lr ), *

lr – ко-

рень уравнения l
0 (r) = 0. При γ0 = l

0  волновые возмущения затухают с 

расстоянием как )( 31RO . Для  > l в зоне волнового следа 0≤ γ < l
0 , 

*RR   возмущения, обусловленные модой l, формируются только про-

дольными корабельными волнами. В этом случае l
0  = π/2 – 

*
l . 

Количественный анализ влияния изгибной жесткости льда на ам-

плитуды внутренних волн и их проявлений в возмущениях границы лед-

вода (изгибе ледяного покрова) проводился для сосредоточенной 

нагрузке (6.5), 100)2( 1
0  p  Па на плотностной модели 

01),arctg()](arctg[)(),1()()( 000
1

0   zkzzzkzzz 0 , 
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аппроксимирующей (штриховая линия на рис. 10.6) при значениях 

k = 10.4343, z0 = – 0.09, ρ0(0) = 1026.276 кг·м–3,   = 1.7315·10–3, 

Н = 600 м известное распределение плотности (сплошная кривая на 

рис.10.6) в районе арктической станции СП-29. Профиль частоты Брен-

та-Вяйсяля, соответствующий выбранному φ(z), выражается формулой 

12
0

2
0

2 ])(1[  zzkkN , где k0 = 4.70042. При этом величины k и z0 ха-

рактеризуют соответственно толщину и глубину залегания слоя скачка 

плотности, а максимум частоты Брента-Вяйсяля определяется величи-

ной 21
0k . Распределение собственных частот σl первых четырех мод по 

волновому числу для такой стратификации дано на рис.  10.7. 

Параметры, описывающие физические свойства льда, принимались 

из (4.13) при h = 0, 1, 2, 3.5. Значения скорости перемещения давлений 

0.4; 0.85; 1м·с–1 выбраны таким образом, чтобы проследить структурные 

изменения картины внутренних волн. При этом  = 0.4 м·с–1 докритиче-

ская для первой и второй мод,  = 0.85 м·с–1 – докритическая для первой 

и сверхкритическая для второй, а  = 1 м·с–1 – сверхкритическая для 

обеих мод внутренних волн. 

 

 
Рис. 10.6                                             Рис. 10.7 

 

Фазовые картины приведены на рис. 10.8 при  = 0.4 м·с–1, t = 104с 

(рис. 10.8, а) и  = 1 м·с–1, t = 400 с (рис. 10.8, б) для первой и на 

рис.10.9 при  = 0.4 м·с–1, t = 104с для второй мод. Постоянные фазы 

продольных и поперечных внутренних волн изображены соответствен-

но тонкими сплошными и штриховыми линиями. Их них четные, считая 

от начала координат, при ),( *zrGl  < 0 характеризуют подъемы, а нечет-

ные – впадины. Жирные сплошные и штриховые линии обозначают со-

ответственно передние фронты продольных и поперечных волн, а 

штрихпунктирные – границы угловых зон волновых возмущений. Отме-

тим, что в следе за областью давлений линии равной фазы продольных 

волн касаются трассы. Возбуждаемые в волновом следе возмущения 

при скорости давлений, приближающейся к величине собственного зна-
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чения скорости для моды номера *l , формируются продольными и по-

перечными волнами (рис. 10.8, а, 10.9) меньших и равного *l  номеров. 

Моды с номерами, превышающими *l , проявляются в следе только про-

дольными волнами (рис. 10.8, б). При этом, как и в бассейне со свобод-

ной поверхностью [6, 87, 160], чем больше номер моды отличается от 
*l , тем меньший угол раствора имеют обусловленные ею возмущения. 

 

 
 

Рис. 10.8 

 

 
 

Рис. 10.9 

 

Распределения амплитуд волновых возмущений вдоль линий по-

стоянных фаз представлены на рис. 10.10, 10.11 для первой моды при 

 = 0.4 м·с–1 и 1 м·с–1 соответственно и на рис. 10.12 – второй моды для 

 = 0.4 м·с–1. Слева на рис. 10.10 даны графики амплитуд поперечных, а 

справа и на рис. 10.11, 10.12 – продольных волн. По порядку сверху 

вниз графики характеризуют амплитуды возмущений на глубинах 0, 60, 

120 (рис. 10.10, 10.11); 0, 30, 90 м (рис.10.12, слева) и 120, 150, 210 м 

(рис.10.12, справа). Фаза колебаний здесь определяется знаком ),( *zrGl . 
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Рис. 10.10                                Рис. 10.11 

 

Амплитуды для возмущений внутри жидкости ( 0* z ) с точностью 

до множителя 
21K  приведены в сантиметрах, а для поверхности бас-

сейна – в сотых долях миллиметра. Через d на рисунках обозначена 

условная длина линии постоянной фазы. Цифры на оси абсцисс в по-

рядке возрастания отвечают точкам пересечения этой линии с лучами, 

выходящими из начала координат на соответствующих фазовых порт-

ретах (рис. 10.8, 10.9) под углами 5.5º, 9.8º, 11.4º (рис. 10.10, поперечные 

волны), 0.8º, 2.2, 4.5, 7.2, 10º (рис. 10.10, продольные волны); 1.4, 

3.0, 6.4, 11.8, 16.8, 26.4 (рис. 10.11); 1.4, 7.6, 12.9, 17.1, 21.6, 

26.5 31.9 (рис. 10.12). Они характеризуют изменение амплитуды воз-

мущений рассматриваемых волн с удалением от трассы к границе угло-

вой зоны. Сплошные, штриховые, штрихпунктирные и пунктирные ли-

нии отвечают распределениям амплитуд при толщинах льда 0, 1, 2, 

3.5 м. Отметим, что рост величин p0 и   приводит к увеличению ампли-

туд проявлений внутренних волн на поверхности бассейна. 

Анализ результатов численных расчетов показал, что при скоростях 

перемещения области давлений, меньших величин собственного значе-

ния для соответствующей моды, влияние льда сказывается и на про-

дольных и на поверхностных волнах. Для  = 0.461, u1 ≈ 0.87 м·с–1 это 

видно из рис. 10.10. Однако лед меняет распределение амплитуды попе-
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речных волн лишь количественно (в пределах 20%), в то время как 

структура поднятии (понижения) уровня изопикнической поверхности 

за счет продольной волны может с увеличением толщины льда претер-

певать и качественные изменения. Это особенно заметно в зоне скачка 

плотности. Ледяной покров, значительно уменьшая здесь амплитуду 

продольных волн, способствует формированию монотонного характера 

ее изменения вдоль линии постоянной фазы. 
 

 
 

Рис. 10.12 
 

С увеличением скорости перемещения давлений вклад продольных 

волн в формирование возмущений растет, а поперечных – убывает [1]. 

Влияние льда на амплитуды в следе за областью при этом падает. Для 

близкого к критическому значению скорости оно может заметно прояв-

ляться лишь на продольных волнах и в ограниченной угловой зоне. В 

сверхкритическом диапазоне , где возбуждаются только продольные 

волны этой моды, угол раствора зоны влияния льда на амплитуды воз-

мущений убывает с ростом скорости. Для  = 151 (рис. 10.11) он со-

ставляет примерно 25º при величине полного угла раствора корабельно-

го следа 108º (рис. 10.8,б). Величина экстремума на графике распреде-

ления амплитуды продольной волны первой моды вдоль линии ее рав-

ной фазы уменьшается с ростом толщины льда. Для рассмотренных 
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значений исходных параметров уменьшение в зоне скачка плотности 

составляет примерно 45% (рис. 10.11). Точка расположения экстремума 

удаляется при этом от трассы. 

Структура профиля продольной волны второй моды вблизи слоя 

скачка плотности усложняется из-за возможного появления на нем но-

вого экстремума амплитуды и узловой точки (рис. 10.12). Это может 

быть вызвано смещением нулевого и максимального значений соответ-

ствующей собственной функции краевой задачи (10.34) к поверхности 

бассейна при увеличении волнового числа. Ледяной покров уменьшает 

величины указанных экстремумов, причем один из них (ближайший к 

трассе) убывает сильно. С ростом толщины льда он может погаситься 

полностью. 

При  = 0.96 2 угол раствора зоны заметного влияния льда на воз-

мущения в волновом следе составляет для второй моды около 45º. Об-

щий раствор угла корабельного следа этой моды равен 111º. Амплитуда 

поперечной волны практически не зависит от h и почти не меняется 

вдоль линии постоянной фазы вне окрестности границ волновой зоны. 

Отметим, что увеличение zl убывает с ростом толщины льда при-

мерно в той же пропорции, что и амплитуда соответствующей внутрен-

ней волны. 

Таким образом, ледяной покров, уменьшая амплитуды проявлений 

внутренних волн на поверхности бассейна, ослабляет и интенсивность 

волновых возмущений в окрестности скачка плотности. Амплитуды 

продольных корабельных волн гасятся в значительно большей мере, чем 

поперечных. При увеличении глубины погружения ниже пикноклина 

вместе с убыванием амплитуды внутренних волн [142] уменьшается и 

влияние на них жесткости льда. Наиболее заметное ослабление интен-

сивности внутренних волн под воздействием ледяного покрова проис-

ходит в зоне окрестности трассы. Угол раствора этой зоны зависит от 

скорости перемещения области давлений и номера моды. Он может 

быть существенно меньшим угла всего корабельного следа. 

 

10.4. Трехмерное возмущение в ближней зоне движущейся области 

давлений при экспоненциальном распределении плотности по глубине 

бассейна 

 

Рассмотрим возмущения, формируемые в жидкости с распределе-

нием плотности (10.18) движущейся областью постоянных давлений 

(4.1) непосредственно под эпицентром давлений, в ближней его окрест-

ности и в волновом следе. Оценим вклад проявлений внутренних волн в 

колебаниях плавающего ледяного покрова (поверхности лед-вода). 
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В системе координат, связанной с эпицентром давлений, при со-

хранении предположений и обозначений, принятых в разделе 10.2, из 

(10.19), (10.20) для установившихся возмущений при осесимметричном 

распределении давлений методом интегральных преобразований полу-

чим [42] 
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m, n – переменные Фурье, )(* rf  – трансформанта Фурье функции f(R). 

Дальнейший анализ *  проведен в безразмерных переменных 

(10.36), имея в виду, что  cos)/( gHr . 

Рассмотрим обусловленные стратификацией морской воды возму-

щения как при 0* z , оценивая тем самым вклад проявлений внутрен-

них волн на поверхности бассейна (в изгибных колебаниях льда), так и 

на глубине 5.0* z , где достигается максимум амплитуды внутренних 

волн первой моды. При этом будем считать ξ < 1, (1 – ξ2)1/2 = O(ξ) и раз-

лагать подынтегральное выражение в ряд по ε. Отметим, что такое раз-

ложение справедливо в тех случаях, когда скорость перемещения дав-

лений имеет величину порядка (εgH)1/2, оставаясь заметно меньшей ми-

нимума фазовой скорости для поверхностных волн. Это ограничение, 

исключая из рассмотрения поверхностные волны, не выводит величину 

 за пределы характерных значений скорости ветра в Арктическом бас-

сейне [179]. Вместе с тем для любой моды номера l ≥ 1, которой соот-

ветствует критическое значение l = (πl)-1(εgH)1/2, скорость перемещения 

области может находиться как в докритическом ( < l), так и в сверх-

критическом ( > l) диапазонах. 

При 0* z  выражение для возмущений поверхности лед-вода мож-

но записать так: 

),()( 2
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Здесь η0 характеризует статический поверхностный прогиб льда, рас-

смотренный в [177], а η1 – его динамическое возмущение 

[37, 177, 195, 196]. Деформацию ζ за счет проявлений внутренних волн 

определяет η2, где Il представляет моду номер l. Проведем исследование 

возмущений, обусловленных совместным вкладом η1 и η2, в случае со-

средоточенной нагрузки )()(),( yxyxf  , где δ() – дельта функция 

Дирака. При этом 1* )2()( rf . Выражения для η1, Il методом неопре-

деленных коэффициентов и необходимых замен переменных можно 

привести к виду 






















2

2

2
02

1

1
01

1

2
1

1 ,cos)()(
2

d
DD

f
          (10.39) 





5

1

3
1

1 .
k

kll IfI                                       (10.40) 

Здесь 






 

2

2

21 ,2,1,)Ф()()1( kdTlI k
k

kl  






 

2

2

01
4

1
2

1
2

1
21

13 ,)()Ф()]2()cos(1[ drDfrDDI lll  








2

2

02
4

1
2

4 ,)()Ф()1()( drDlI ll  



 

331 








2

2

03
221

15 ,)()Ф()( dlDI l  

),cos(,cos)1(D)Ф( 41
10

224
1   RDrl  


 







0

24

12

,3,2,1,
)1(

)cos(
)( jds

s

ss j

j  

 
 

 

0 0

122
2

31
011 .)(, drerrrTdrerDDT i

l
i  

Интеграл Т1, а при 02 lr  и Т2, не имеет особенностей на пути интегри-

рования. Это позволяет записать 

),()()()(

),(),(

21

22011





Ci

TT

jjj

l
                       (10.41) 


















1

262

1

0

26

25

1 ,
)1(

)cos(
,

1

)cos(
ds

ss

s
ds

s

ss
jjj

j

j  

где )(,)cos(  CirR ll  – интегральный косинус [136]. 

В случае 02 lr  путь интегрирования в Т2 деформируем в контур L0, 

обходящий имеющиеся полюса ll rr *  по малым полуокружностям сни-

зу в комплексной плоскости с разрезом (-∞, 0). Такое направление об-

хода обеспечивает выполнение условия излучения, а наличие разреза 

устраняет неоднозначность выбора ветви функции интегрального коси-

нуса. Методом контурного интегрирования с учетом условия Re(iλ)≤0, 

обеспечивающего затухание возмущений при R→∞ получим 

)()()()()(),( *
13231332  ET l         (10.42) 
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Е1() – интегральная показательная функция [136]. Здесь  ≥ 0. 

Таким образом, исследование трехмерных возмущений (10.38) по-

верхности ( 0* z ) экспоненциально стратифицированного бассейна с 

ледяным покровом сведено к вычислению интегралов (10.39)–(10.40) по 

θ от выражений, содержащих функции ψj(), ψjk(), j = 1, 2, 3; k = 1, 2. 

Эти функции можно считать численно при всех неотрицательных зна-

чениях аргумента. Отметим, что ψ1 = ψ3 = π/8, ψ2 = 1/4, 

ψ11 = ψ12 = 0.25 ln2, ψ21 = ψ22 = ψ31 = ψ32 = 0.5 ln2 при  = 0. Для больших 

значений  методом интегрирования по частям можно получить их 

асимптотические разложения. 

Интегрирование по θ в (10.40) осложняется наличием логарифми-

ческих особенностей функций Ci(λ0), Ci(λl), E1(λl). Эти особенности 

можно устранить, воспользовавшись представлением  

),(ln)(),(ln)( 211  zEzCi                    (10.43) 

где z1() и z2() – известные [136] целые функции. Суммирование I1l и I2l 

в (10.40) приводит к выражению, содержащему разность (Т1 – Т2). Обо-

значим сумму слагаемых с особенностями в этой разности через τ. То-

гда из (10.41), (10.42) найдем 4/)ln()/ln( 4
10 ll rD . Если R = 0, то 

Т1–Т2 = τ. Полученное выражение τ, хотя и содержит особенности при 

])arccos[( 1
1
 lf  в случае  ≥ l, но интегрируемые. При этом (Т1 – Т2 

– τ), а следовательно и ζ, являются гладкими функциями R, γ, несмотря 

на разрывность производных )(*
l , )(31 l , )(32 l  по R при R = 0. 

Возможность подобного поведения функций, описывающих решение в 

ближней зоне, показана и для бассейна со свободной поверхностью [12]. 

Так как Il с ростом номера моды l убывает как l –2, то ряд для η2 в 

(10.38) сходящийся. Это позволяет вычислить ζ с заданной точностью 

путем учета необходимого числа мод внутренних волн. 

Отметим, что для бассейна со свободной поверхностью (h = 0) или 

покрытого битым льдом (Е = 0) внутренние волны характеризуются ин-

тегралами I2l, I3l. При этом T1 = 0 и в *
lI  остаются особенности только от 

Т2, а τ = ln λl. Следовательно, подынтегральное выражение в (10.40) 

имеет логарифмические особенности не только по θ (в том числе и при 

cos(θ–γ) = 0, но и по R [128]. На этом основании можно заключить, что 

изгибная жесткость льда улучшает сходимость рассматриваемых инте-

гралов и позволяет проводить исследование возмущений, обусловлен-

ных проявлением внутренних волн, под сосредоточенной нагрузкой и в 

ее окрестности. 

Выражение для возмущений на глубине максимума амплитуды вер-

тикальной составляющей скорости внутренних волн первой моды 

)5.0( * z  запишем в виде 
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Оно учитывает вклад внутренних волн нечетных мод и возмущения за 

счет статического поверхностного прогиба. Величина О(ε) содержит от-

клонения рассматриваемой поверхности за счет динамического возму-

щения прогиба и возможного вклада внутренних волн четных мод. 

Из (10.44), разлагая [ )2cos( *q ]–1 в ряд, используя введенные функции 

ψj(), ψjk(), в случае сосредоточенных давлений найдем 

).,(),( **  RZRZ                                (10.45) 
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а Т1 определяется по формуле (10.41). 

Логарифмические особенности функций Ci(λ0), Ci(λk), E1(λk) в 

(10.45) устраняются так же, как и при интегрировании в (10.40) путем 

выделения члена 4/)ln()/ln( 4
101 kk rD  в разности )( *

21 TT   с уче-

том (10.43). При R =0 получим .1
*
21 TT  

Так как 




 




1

1

,
4

)1(

i

l

k
 а ряд в выражении *Z абсолютно сходится, 

то по формуле (10.45) с любой заданной точностью можно вычислить 
* . 

Таким образом, формулы (10.38) – (10.43), (10.45) позволяют про-

водить исследование возмущений в покрытом льдом равномерно стра-

тифицированном бассейне непосредственно под эпицентром движу-

щихся давлений, в ближней его окрестности и в волновом следе. 

Количественный анализ зависимости пространственного распреде-

ления возмущений на поверхности бассейна и на глубине 5.0* z  от 

ледовых условий и скорости перемещения давлений проводился для 
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p0 = 103 Па, ε = 10–2, H = 100 м, ρ0(0) = 1.02∙103 кг/м3. Рассматривался лед 

толщиной 1, 2, 4 м, а значения параметров, описывающих его физиче-

ские свойства, принимались из (4.13). Значения 0.7 и 1.2 м/с скорости 

перемещения давлений выбирались таким образом, чтобы были замет-

ны структурные изменения картины возмущений. При этом скорость 

0.7 м/с является докритической для первой моды и сверхкритической 

для последующих, а значение 1.2 м/с – сверхкритическое для всех мод 

внутренних волн. 

При суммировании рядов для η2 в (10.38) и *Z в (10.45) учтен вклад 

шести мод внутренних волн. Вносимая таким образом погрешность ре-

зультатов в рассмотренных условиях не превышает 6% по сравнению с 

полученными в контрольных точках суммированием 20 мод. 

Пространственное распределение возмущений ζ поверхности бас-

сейна ( 0* z ) показано на рис. 10.13 в случае  = 0.7 м/с при толщине 

льда 1 м. Картины возмущений * поверхности 5.0* z  под ледяным 

покровом толщиной 1 м приведены на рис. 10.14 при  = 0.7 м/с и на 

рис. 10.15 в случае  = 1.2 м/с. Шкала удалений от эпицентра давлений 

вдоль осей x и y дана в метрах, а вертикальные смещения ζ – в милли-

метрах (рис. 10.13) и *  – в сантиметрах (рис. 10.14, 10.15). 
 

 

Рис. 10.13                                       Рис. 10.14 

 

Анализ показал, что картина возмущений ζ, возбуждаемых в 

окрестности движущихся с заданной скоростью давлений, существенно 

зависит от толщины ледяного покрова. При h = 1 м,  = 0.7 м/с 

(f1 ≈ 0.7 π-1) изгиб льда в окрестности давлений вдоль трассы их пере-

мещения имеет седлообразный вид с максимальным возвышением впе-

реди (рис. 10.13). Величина этого максимума составляет примерно 
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1.6 мм, а глубина первой и второй впадин за ним – 1.7 и 0.8 мм. Макси-

мальное углубление первой впадины отстает от эпицентра давлений 

примерно на 4 м. Возвышение, отделяющее прогиб от волнового следа, 

имеет высоту 0.8 мм. С увеличением толщины льда до 2 м сглаживается 

картина возмущений и теряется седловидность структуры около давле-

ний, где образуется лишь слабый прогиб, глубина которого 0.55 мм. Те-

перь его впадина отстает от давлений на 32 м. Возвышения перед и за 

ним составляют 0.6 и 0.4 мм. 

Рост числа Фруда приводит к увеличению прогиба льда под давле-

ниями и высоты возвышений перед и за ним. Изменение f1 от 0.7π –1 до 

1.2π –1 обусловило рост высоты возвышения перед давлениями до 3.9 и 

1.15 мм для толщины льда 1 и 2 м соответственно. При этом впадина 

прогиба приблизилась к давлениям на расстояние 0.5 и 4.5 м, а ее глу-

бина возросла до 6 и 0.7 мм. Высота первого возвышения за впадиной 

при h = 1 м увеличилась до 2.8 мм, а при h = 2 м осталась практически 

неизменной. Седловидность прогиба с ростом скорости, как и с увели-

чением толщины льда, исчезает. В то же время возможно появление 

максимумов высоты на гребне первого возвышения за впадиной, распо-

ложенных вне трассы. 

 

Рис. 10.15 
 

Что касается волнового следа на поверхности бассейна, то наличие 

ледяного покрова и изменение его толщины приводят лишь к ослабле-

нию интенсивности проявлений внутренних волн. 

Максимальное углубление в рассматриваемой зоне следа при тол-

щинах льда 1, 2 м составляет примерно 0.8, 0.45 мм в случае f1 = 0.7π –1 и 

1.2, 0.8 мм при f1 = 1.2π –1. По порядку величин такие амплитуды возму-

щений согласуются с известными результатами теоретических и экспе-

риментальных исследований проявлений внутренних волн. Структура 
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следа при этом в качественном отношении зависит главным образом от 

скорости перемещения давлений. Она формируется продольными и по-

перечными или только продольными внутренними волнами типа кора-

бельных. Напомним, что для выбранных значений f1 волновой след на 

поверхности бассейна формируется только под воздействием проявле-

ний внутренних волн, так как поверхностные волны при таких скоро-

стях перемещения давлений в данных ледовых условиях не возбужда-

ются. Кроме того, возвышения и углубления на ζ в окрестности давле-

ний представляют динамическую добавку к статическому прогибу. 

Влияние скорости перемещения давлений на структуру возмущений *  

под ледяным покровом иллюстрируют рис. 10.14, 10.15. Видно, что при 

скорости  = 0.7 м/c возмущения формируются продольными и попе-

речными внутренними волнами, а для  = 1.2 м/c – только продольны-

ми. При этом на поверхности *  заметно углубление, незначительно 

опережающее эпицентр давлений. 

Рост толщины льда уменьшает амплитуды возмущений * , дефор-

мируя таким образом их структуру в рассматриваемой области. В част-

ности, для  = 0.7 м/c изменение h от одного до двух метров обусловило 

уменьшение глубины впадин перед эпицентром давлений и за ним от 1.5, 

17.7, 10.8 см до 1.1, 12.1, 7.8 см соответственно. Высоты максимальных 

возвышений за давлениями изменились при этом от 12.8, 14.2, 8.1 см до 

8.8, 9.4, 5.9 см. В случае h = 4 м такому значению  соответствуют глу-

бины впадин 0.5, 4.9, 2.9 см и высоты поднятия 4.2, 2.9, 2.6 см. 

При  = 1.2 м/c глубины впадин на *  перед и за давлениями равны 

5.4, 4.4 см, если h = 1м и 4.2, 2.9 см в случае h = 2 м. Поднятия вдоль 

трассы перемещения давлений имеют при этом высоты 7.2, 2.9 см для 

h = 1 и 5.6; 1.5 см, если h = 2 м. 

Кроме того, увеличение толщины льда сглаживает обусловленную 

продольными волнами желобовидность внутренней структуры волново-

го следа, заметно проявившуюся на рис. 10.14, смещая ее за пределы 

рассматриваемой области. 

Отметим, что полученные величины возмущений ζ, *  пропорцио-

нальны значению p0. 

 

10.5. Возмущения поверхности бассейна с экспоненциальной 

плотностной стратификацией при движении подводного источника 

постоянной интенсивности 
 

Рассмотрим возмущения поверхности бассейна при движении гид-

родинамического источника постоянной обильности M
~

 на заданной 
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глубине z0 непрерывно стратифицированной жидкости. Задача заключа-

ется в решении уравнений (10.19) При этом начальные условия при t = 0 

и условие непротекания на дне z = –H остаются в виде (10.20), а уравне-

ние неразрывности и условие безотрывности колебаний ледяного по-

крова перепишутся так 
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0zzyxM
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В приближении Буссинеска исходная система уравнений сводится 

[12, 77, 141] к одному уравнению для амплитуды вертикального смеще-

ния * изопикнической поверхности z = z* 

   )()()(
~

)( 0
*2222 zzyxMzNz zll  LL .  (10.46) 

dzdzgzN 00
2 )()(  . 

Учитывая, что * =  при z* = 0, в качестве граничного условия на по-

верхности бассейна получим 

  .,0;0,01 *2
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4
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2 HzzDgz l  LL    (10.47) 

Здесь обозначения L,, 1
4   те же, что и в (10.20), а обозначение l  

приведено в (4.3). 

Решая задачу (10.46), (10.47) методом интегральных преобразова-

ний для установившегося движения найдем в полярных координатах 
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Здесь l  – собственные функции, а l  – собственные числа задачи 
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   (10.49) 

Ограничимся рассмотрением экспоненциального распределения плот-

ности (10.18) по глубине. Тогда ГHHgconstN  ,2 . После под-

становки l , удовлетворяющего (10.49) при z = 0, в (10.48) и перейдя к 

безразмерным переменным 
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получим для возвышения поверхности лед-вода  такое представление 
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Отсюда методом неопределенных коэффициентов найдем 
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Интегралы ll II 21 ,  обусловлены изгибной жесткостью ледяного покро-

ва. Для бассейна с открытой поверхностью они отсутствуют и l опре-

деляют ll II 43 ,  при D1 = 0. 
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Подынтегральные выражения в ,3,2,1, jI jl  не имеют особенно-

стей на пути интегрирования по r и реальные части jlI  приводятся к виду 
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Не имеет особенностей по r и lI4 , если .02 lr  

В этом случае 
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При 02 lr  в lI4  возникают особенности в точках lrr  . Деформируем 

путь интегрирования в контур L обходящий точки lr  по малым полу-

окружностям снизу в комплексной плоскости с разрезом (–; 0]. Такое 

направление обхода обеспечивает выполнение условия излучения. При-

меняя метод контурного интегрирования с учетом условия 0)Re( i , 

обеспечивающего затухание возмущений при R , получим 
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Здесь )(),(  SiCi  – интегральные косинус и синус [136], С – постоян-

ная Эйлера, а неоднозначность выбора ветви интегрального косинуса 

устраняется наличием разреза. 

Таким образом, исследование трехмерных возмущений поверхно-

сти бассейна при движении источника постоянной интенсивности на за-

данной глубине экспоненциально стратифицированной жидкости сво-

дится [43, 165] к вычислению интегралов (10.51) – (10.52) по  . Содер-
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жащиеся в подынтегральных выражениях функции jX  можно вычис-

лить при любых значениях их аргумента . Отметим, что 

.0)0()0()0( 321  XXX  Для больших значений  методом интегри-

рования по частям можно получить асимптотические разложения  

 ,)(16801(241)( 8441
1

  OX  

 ,)(50401(36012)( 8443
2

  OX  

    422221
3 (56130112121)(   OX  

погрешность которых при 8  не превышает 2%. Свойства функции 

Х4() рассмотрены в [128]. Если l , то подынтегральные выражения 

в (10.50) – (10.52) могут иметь только интегрируемые особенности в 

точках ])arccos[( 1
0

 ll . Здесь 211 )()( gHll    – критические 

значения скорости для моды с номером l. 

Так как l  с ростом l убывают как 2l , то ряд (10.50) сходящийся. 

Это позволяет вычислить  с заданной точностью путем учета необхо-

димого числа мод внутренних волн. 

Количественный анализ зависимости возмущений поверхности бас-

сейна от скорости перемещения источника, глубины его погружения и 

характеристик ледяного покрова проводился при M
~

= 100 м3∙с–1,  

ε = 10–2, Н = 100 м, ρ0(0) = 1.02∙103 кг∙м–3. Рассматривалась ледяная пла-

стина с физическими параметрами (7.10). Ее толщина полагалась рав-

ной 0 и 2 м. Источник перемещался со скоростью 0.7 и 1.2 м∙с–1 на глу-

бинах 1, 12.5, 25, 37.5, 50, 62.5, 75, 87.5, и 99 м. Эти значения выбира-

лись таким образом, чтобы прослеживались структурные изменения 

картины возмущений. Отметим, что скорость 0,7 м∙с-1 является докри-

тической для первой моды и сверхкритической для всех последующих, 

а значение 1.2 м∙с–1 сверхкритической для всех мод внутренних волн. 

При вычислении ζ учтен вклад 18 мод, если поверхность бассейна 

открыта, и 10 мод при наличии льда. Такой выбор числа суммируемых 

мод в силу сходимости ряда за счет изгибной жесткости пластины обес-

печивает примерно одинаковую погрешность счета при h = 0 и 2 м. 

Иллюстрации топографии трехмерных возмущений поверхности 

бассейна за счет проявлений внутренних волн, возбуждаемых движу-

щимся со скоростью 0.7 м∙с-1 источником, приведены на рис.10.16 –

 10.18 при глубинах погружения источника 12.5, 50, 87.5 м соответ-

ственно. Верхние картины даны при h = 0, а нижние – для h = 2 м. Топо-

графии возмущений, соответствующие случаю  = 1.2 м∙с–1, приведены 

при h = 2 м. на рис. 10.19, 10.20. Верхние и нижние картины на 

рис. 10.19 отвечают глубинам погружения источника 12.5 и 37.5 м, на 

рис. 10.20 – 62.5 и 87.5 м. В силу симметрии возмущений относительно 
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трассы перемещения источника топографии на фигурах приведены 

только для y ≥ 0. Штриховыми кривыми изображены изолинии на впа-

динах, а сплошными – на поднятиях. 
 

 
Рис. 10.16 

 

 

Рис. 10.17 

 

Шкала делений по координатным осям дана в метрах, а отклонения 

изолиний от невозмущенного уровня, представленного сплошными тол-

стыми кривыми, – в миллиметрах. 

Анализ результатов численных расчетов показал, что над источни-

ком, движущимся на малой глубине с докритической для первой моды 

скоростью, образуется локализованное поднятие поверхности бассейна. 
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За поднятием, вершина которого отстает от источника, образуется впа-

дина. Локальное углубление заметно и на первом гребне поперечных 

корабельных волн. Оно разделяет симметрично расположенные относи-

тельно трассы возвышения. На большем удалении от источника замет-

ны возмущения, формируемые и поперечными, и продольными волнами 

с преобладающим для рассматриваемого значения  вкладом попереч-

ных. Увеличение скорости перемещения источника ослабляет этот 

вклад. 

 
Рис. 10.18 

 

 

Рис. 10.19 
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При погружении источника на большую глубину высота ближай-

шего к нему поднятия поверхности бассейна уменьшается, а в формиро-

вании волнового следа усиливает роль продольных волн. Убывает при 

этом и глубина разделяющей впадины на первом гребне поперечных 

волн. Точки максимальной высоты локального поднятия и глубины 

впадины над трассой смещаются к источнику. В окрестности глубины 

H/4 первое поднятие над трассой практически исчезает, а точка макси-

мальной глубины впадины располагается почти над источником. На ме-

сте разделяющего первый гребень углубления образуется холм. Для ис-

точника, движущегося в окрестности глубины H/2, этот холм трансфор-

мируется в вершину угловой зоны продольных корабельных волн. 

Вклад поперечных волн на этих глубинах практически отсутствует. При 

дальнейшем увеличении глубины погружения источника первая над 

трассой впадина опережает источник, а в след за ним усиливается вклад 

поперечных волн, высота гребней которых монотонно убывает с удале-

нием от трассы. Амплитуды возмущений в следе слабо зависят от глу-

бины погружения источника, несмотря на существенные структурные 

изменения их пространственного распределения. 
 

 

Рис. 10.20 
 

При сверхкритическом значении скорости перемещения источника 

увеличение глубины его погружения приводит качественно к тем же 

деформациям первого по трассе возвышения и следующей за ним впа-

дины, что и в докритическом для первой моды диапазоне. Экстремаль-

ные точки этих отклонений поверхности с ростом скорости отстают от 

источника. Возмущения в следе формируются только продольными ко-

рабельными волнами, вершина угловой зоны которых приближается к 

источнику с ростом глубины его погружения. 
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Плавающая упругая ледяная пластина не вносит качественных из-

менений в структуру поверхностных проявлений генерируемых источ-

ником возмущений. Вместе с тем за счет изгибной жесткости пластины 

происходит уменьшение амплитудных значений деформаций поверхно-

сти бассейна как непосредственно над источником, так и в следе за ним. 

При этом проявления поперечных волн подвергаются меньшему воз-

действию жесткости ледяной пластины, чем продольных и возмущений 

вблизи источника. В целом увеличение жесткости ледяной пластины 

сглаживает ее изгибные колебания, обусловленные проявлением внут-

ренних волн. 
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